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RESUMO: O objetivo deste trabalho € realizar a representacgdo fuzzy de um sistema de equagdes diferenciais ndo lineares
obtido a partir de um modelo epidemioldgico. Tais modelos sdo utilizados para representar a disseminacdo de doencas e
a analise matematica desses modelos podem influenciar politicas pablicas no controle das mesmas. Em geral, sistemas de
equacdes ndo lineares ndo admitem solucgdes analiticas e requerem diferentes procedimentos para analise, tais como a
representagdo fuzzy Takagi Sugeno (TS) realizada neste trabalho. Desse modo, foram utilizados trabalhos na éarea de
engenharia que realizam estudos de sistemas ndo lineares a partir de modelos fuzzy TS e como exemplo para utilizar esta
ferramenta, foi tomado um modelo epidemioldgico. Apds simulacdo numérica com o MATLAB, verificou-se que o
resultado obtido representou 0 modelo de equagdes original como esperado. A partir desse resultado novos estudos de
anélise e controle do modelo abordado poderao ser realizados.

PALAVRAS-CHAVE: Equactes Diferenciais; Modelos Epidemiolégicos; Modelos Fuzzy Takagi Sugeno; Sistemas
Dindmicos; Sistemas N&o Lineares.

INTRODUCAO

A histéria da sociedade é marcada por diversas preocupacdes humanas na busca pela sobrevivéncia,
clima, epidemias, guerras e predadores. Atualmente a epidemia de dengue € um dos principais problemas de
satde publica no mundo. Segundo a Organizagdo Mundial de Saude (OMS), cerca de 80 milhdes de pessoas
se infectam anualmente. Através da epidemiologia matematica (Anderson e May, 1992), os efeitos agregados
sdo passiveis de serem controlados e permite uma aproximacao da realidade complexa e dinamica dos sistemas
vivos, e da estrutura dos processos de propagacdo de epidemias por meio de modelos matematicos baseados
em equagdes diferenciais.

Uma abordagem muito utilizada para representar modelos epidemioldgicos € na forma de
compartimentos que possibilitam descrever a epidemia como um sistema de equacdes diferenciais. Um
exemplo de modelo compartimental é quando dividimos a populacéo em trés grupos, que sdo: 0s suscetiveis,
infectados e recuperados (SIR); e o ponto principal é determinar se a doenca vai se espalhar ou ndo. Esse
modelo amplamente empregado é conhecido como modelo SIR (Kermack e McKendrick, 1927).

Nessa perspectiva, 0 modelo matematico que descreve a evolugdo da dengue na cidade de Araraquara,
considera 0 numero de humanos infectados semanalmente em 2015 e 2016 e é baseado em equagOes
diferenciais ndo lineares. Esse estudo ja foi iniciado e apresentado no | EnICT entitulado “Modelo matematico
aplicado a epidemiologia de dengue” (Mittitier e Tavoni, 2016) e agora com 0 intuito de realizar uma analise
e até mesmo estudo de controle da disseminagdo na doenca, seré feita uma linearizacdo no modelo estudado
anteriormente baseada nos modelos Fuzzy TS (Tanaka e Wang, 2001)

O intuito deste trabalho é obter os modelos locais do sistema fuzzy para futuramente realizar estudos da
teoria de analise e controle das equacdes ndo lineares. Na literatura podem ser verificadas diversas aplicagoes
para 0 modelo fuzzy obtido, tais como o estudo de desigualdades matriciais, do inglés, Linear Matrix
Inequalities (LMIs) facilitando a inclusdo de incertezas paramétricas no modelo usando o conceito de



convexidade. (Elias et al., 2016). A seguir sdo apresentados os modelos locais obtidos para o sistema nao linear
e sdo realizadas algumas simulacGes numéricas no MATLAB para verificar a equivaléncia do sistema original
com o sistema linearizado pelo método proposto nesse trabalho.

FUNDAMENTACAO TEORICA
O sistema de equaces diferenciais a seguir representa 0 modelo SIR com taxas vitais (Troyo, 2013),

gue considera a populacdo constante, isto é, as taxas de nascimento e morte sao iguais no tempo. Este modelo
sera utilizado como exemplo para a aplicagdo do modelo Fuzzy Takagi Sugeno.
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comN = S+ R+ 1emque,
P — taxa de infeccdo
u — taxa de mortalidade
y —taxa de recuperados
S — suscetiveis: individuos que podem contrair a doenca
| — infectados: individuos que podem transmitir a doenca
R —recuperados: individuos que se recuperam da doenga e ndo estéo sujeitos a uma nova contaminag&o.

O modelo fuzzy proposto por Takagi e Sugeno é descrito por regras Fuzzy Se-Entdo que representam
relagdes de entrada-saida lineares locais de um sistema néo-linear. A caracteristica principal do modelo fuzzy
Takagi-Sugeno é expressar a dindmica local de cada implicacéo fuzzy (regra) por um modelo de sistema linear.
(Tanaka e Wang, 2001).

A ideia de descrever um sistema ndo-linear , como a combinacdo de um determinado
nimero de modelos locais lineares que ndo variam no tempo, descrevem o
comportamento do sistema original em diferentes pontos do seu espago de espacos.
Desta forma, pode-se interpretar a técnica tradicional de linearizacdo em apenas um
ponto de operacdo como um caso particular dos modelos fuzzy TS, consistindo
apenas de um modelo local. (CARDIM et al.,2007, p.1)

Entdo, considerando um sistema ndo linear x(t) = f(x(t)); f(0) = 0.0 objetivo é encontrar uma
regido global tal que x(t) = f(x(t)) € [a4,a,] x(t). Isto garante a construcdo de um modelo fuzzy exato.
Para isso, considera-se o seguinte sistema nao linear na forma matricial

% = X0, fi;(2(0)x;(t) 2
em que z e x; sdo respectivamente as premissas e variaveis de estado. Para obter a representacdo exata do
sistema ndo-linear acima, considera-se 0 conjunto

D ={x € RY|x,| < dp},p €I {1, ...,n} e sho definidos:

ayjy = max{fy(2(t))} aijz = rznér)l{fij(z(t))},i =1,..,n

O nimero de regras é dado por r = 2%, em que s é 0 nimero de ndo linearidades. As matrizes de modelos
locais sdo dadas por:
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Define-se também
fijz(t)—a;j
hiji(z(t)) = —L—2 hij2(2()) =1 = hyjaze

Ajj1—0qij2

entdo, as funcdes de pertinéncia sdo dadas por:

hi(2(8)) = hig1 * o ® hing p(2(8)) = Rygq % ¥ Bag, o By (2(8)) = hygg % ¥ gy
Portanto, o sistema néo linear (2) pode ser rrepresentado por:
£(0) = ) hi(2(0)Ai(x(®)
sobre o conjunto D (Alves e Valentino, 2015). =
METODOLOGIA
O sistema de equacdes diferenciais (1) foi reescrito na forma x = Ax onde S = x4, I = x,, R = x5 Sa0
variaveis em relacdo ao tempo e S, u e y sdo parametros constantes determinados por dados experimentais.

Assim, podemos considerar como a populagdo total N = 208 662 e x, € [0,259] o intervalo de variacao do
namero de infectados no periodo de 2015. Assim,

2(t) = %xz, max z(t) = %. 259, minz(t) =0
Entdo temos as seguintes ponderagdes,
_ _z()-minz(t) _ xp —1_ X2
h, ®) = max z(t)-minz(t) 259 € hy ®=1 259

Portanto temos o modelo local da forma
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O interesse nessa modelagem € devido a possibilidade de analisar a estabilidade assintdtica de alguns
sistemas ndo lineares apenas verificando a factibilidade de um conjunto de desigualdades lineares matriciais
(LMIs) com o auxilio do MATLAB.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para a simulagdo numérica do sistema foi implementado um programa em MATLAB, com a condi¢do
inicial (N — 10,10, 0)7, onde o nimero inicial de humanos infectados considerado foi x, = 10. Na literatura
pesquisada foram encontrados os valores para os pardmetros § =22 ey =1 e u = 0,1 (Troyo, 2013) e
também B = 0,75, y = 0,263 e u = 0,1 (Santos, 2013). Esses valores também foram considerados na
simulacdo realizada, sendo os primeiros utilizados na obtencdo do grafico a esquerda da Figura 1 e, para o
grafico a direita da Figura 1, os demais valores de parametros apresentados em Santos (Santos, 2013). Na
Figura 1 verifica-se que as linhas representam o sistema (1), neste caso a simulacdo do sistema original, e as
bolinhas o sistema (3), que é a simulacdo do sistema obtido a partir da representacdo fuzzy TS. Desse modo, a
representacdo fuzzy do sistema TS é a mesma do que a obtida a partir da simulagdo do sistema original, mesmo
apos a variagdo dos parametros, como esperado.
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FIGURA 1. Simulacdo em MATLAB do Sistema (1).

CONCLUSOES

Neste trabalho, a modelagem fuzzy TS representa exatamente o sistema néo linear em um conjunto
compacto. De acordo com o exemplo tomado pode-se concluir que ele foi eficaz na representagdo do modelo
SIR analisado. A partir da representacdo do sistema fuzzy TS, outros estudos podem ser realizados para o
modelo utilizado neste trabalho, tais como anélise de estabilidade do sistema. Outro ponto importante a
explorar é o estudo e elaboracdo de projetos de controles que utilizam LMIs, as quais podem ser resolvidas
com o auxilio do MATLAB. Para isto, uma nova revisao bibliografica devera ser feita para encontrar modelos
que considerem algum tipo de controle, como vacinas ou politicas de controle de crescimento da populagdo do
mosquito da dengue, por exemplo.
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