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RESUMO: Este trabalho apresenta algumas analises e resultados preliminares de um estudo realizado em um sistema
torcional. O projeto tem como objetivo investigar e compreender o funcionamento de controladores para sistemas
dinamicos, com énfase em sistemas mecanicos. E comum encontrar na literatura muitos exemplos de sistemas mecanicos
que sdo modelados por equagBes ou por sistemas de equacBes diferenciais ordinarias. O estudo dessas equacfes ou
sistemas de equagOes permite prever o comportamento dos estados medidos ao longo do tempo e, em alguns casos é
possivel intervir nessas equacdes realizando acfes de controle. Neste trabalho sdo apresentados alguns resultados
preliminares do estudo realizado, onde é utilizado um exemplo de um sistema torcional para aplicacdo dos conceitos
tedricos abordados no projeto. Foi realizada uma simulacdo numérica em MATLAB e os resultados obtidos estdo de
acordo com teoria analisada.
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INTRODUCAO

Existe uma grande variedade de sistemas que sdo modelados matematicamente usando equacgdes
diferenciais ordinarias (EDOs) e possuem aplicacdes nas mais diversas areas do conhecimento (DORF e
BISHOP, 2009; OGATA, 2010; BASSANEZI, 2014; ZILL, 2016; MITTITIER e ELIAS, 2017). Dentre essas
aplicagdes, destaca-se a utilizagdo da modelagem em sistemas mecénicos (RAO, 2008).

O estudo das equacdes diferenciais ordinarias (EDOs) que modelam um sistema permite prever o
comportamento dos estados medidos ao longo do tempo. Um método de se realizar esse estudo consiste em
reescrever as equagfes na forma de um sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem (BOYCE e
DIPRIMA, 2010; ANTON e DOERING, 2012). A partir do sistema de equac6es obtido é possivel determinar os
pontos de equilibrio e investigar a estabilidade desses pontos (MONTEIRO, 2006).

Quando se deseja um comportamento especifico, como a estabilidade do ponto de equilibrio, do sistema
analisado é necessario realizar alguma agdo de controle. Em geral, um sistema pode ser controlado por agoes
externas e, para isto, as equagdes do modelo sdo modificadas. Na literatura analisada é possivel encontrar
diversos tipos de controle aplicados a modelos fisicos (CHEN, 1999; FARIA at. al, 2014; ELIAS at. al, 2016).
Atualmente, diversos tipos de controladores sdo utilizados em eletrodomésticos, transportes terrestres,
transportes aéreos, entre outros.

Neste trabalho é realizada uma andlise das equacBes de um sistema torcional (RAO, 2008). Na
metodologia € apresentada a modelagem matemética do sistema torcional, onde foram aplicados os métodos
abordados na fundamentacao tedrica. Em resultados foi feita uma analise do ponto de equilibrio do sistema em
funcdo dos seus pardmetros e, para exemplificar, foram tomados alguns valores de pardmetros para o caso
analisado. Também foi realizada uma simulagdo numérica do sistema e os resultados foram ilustrados
graficamente. Nas conclusdes é feita uma breve andlise dos resultados obtidos e também s&o apresentadas
algumas perspectivas e propostas de estudos para a proxima etapa do projeto.



FUNDAMENTACAO TEORICA

Uma das maneiras de investigar o comportamento de um sistema dindmico modelado por equacdes
diferenciais é por meio de um sistema matricial. Para isto é necessario transformar uma EDO de segunda ordem
ou de ordem superior em um sistema EDOs de primeira ordem (MONTEIRO, 2006; BOYCE, 2010; ZILL,
2016). Considere uma EDO de ordem n, linear com coeficientes constantes

d™x(t d"x(t dx(t
an —dtgl U An—1 —dt"—(l J oy a —d(t ) + agx(t) = f (1), 1)
onde x é a variavel dependente, t é a variavel independente e a,, , a,,_1, ..., @y S0 constantes reais. Se f(t) =
0, entdo a equacéo (1) é homogénea.
Para transformar a equagdo (1) em um sistema de equacGes diferenciais de primeira de ordem é

realizada a mudanca de variavel y; = x(¢), y, =dx/dt, ..., y, = A" lx/de™ 1,

Ao derivar cada as novas varidveis y; para i =1,..,n, em relagdo ao tempo tem-se y, =
dx/dt, y, = dzx/dtz, vy Yp = d™x/dt™, pode se obter o sistema matricial y = Ay + u, com y =
Vi Y2« W]T,u=[0 0 .. f(®)]" eamatriz
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—ao/an —ai/a, - —Qp-1/an

O ponto de equilibrio do sistema é obtido para y = 0, ou seja, para Ay + u = 0. A partir do célculo
dos autovalores e dos autovetores da matriz A é possivel determinar a solucéo geral da equacéo (1) (BOYCE
e DIPRIMA, 2010; ANTON e DOERING, 2012; ZILL, 2016).

Também é possivel investigar a estabilidade do ponto de equilibrio do sistema ao se analisar 0s
autovalores da matriz A (MONTEIRO, 2006; BOYCE, 2010). Sendo 4;, i = 1, ..., n, autovalores da matriz A4,
0 sistema possui um ponto de equilibrio assintoticamente estavel quando os autovalores tém parte real negativa,
instavel quando possui parte real positiva e € um ponto de sela quando tiverem sinais opostos. Segundo
MONTEIRO (2006), no caso em que o autovalor é complexo com parte real nula o ponto de equilibrio é
classificado como um centro. Para o caso bidimensional, onde os autovalores sdo A = +p1i, as solucGes séo
periodicas e oscilam em torno do ponto de equilibrio com periodo T = 2m/p. Ja as trajetdrias no retrato de
fases formam elipses em torno da origem.

METODOLOGIA

Para a andlise de estabilidade do ponto de equilibrio de um sistema dindmico foi escolhido como
exemplo o Sistema Torcional apresentado na Figura 1.

A

SIS S

N\

FIGURA 1. Sistema Torcional (RAO, 2008)

Esse sistema apresenta um eixo rotativo com dois discos, 1 e 2, nele acoplados e que giram juntos,
formando assim um Gnico conjunto. Considerando que mesmo acoplados os discos fiquem ligeiramente soltos
em relacdo ao eixo, a forca de atrito age entre eles, gerando assim momentos de resisténcia ao giro
representados por M;, € M;,. As equacgdes que descrevem o sistema séo

J10"1 + (key + ke2)01 — kep0, = Myy 3)
J20"2 — k201 + (kg + ki3)02 = My,
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onde 6, e 8, representam a variacdo angular do espaco dos dois discos em funcéo do tempo, k., k,, e k;3 S40
as constantes elasticas rotacionais dos trés segmentos do eixo, J, € J, 0s momentos de inércia de ambos os discos
que sdo calculados por J; = m;r#/2,comm; er;,i = 1,2, amassa e 0 raio de cada disco, respectivamente.

Considerou-se que os discos estejam completamente presos ao eixo de modo que ndo haja um
escorregamento entre eles, o que faz a forca de atrito e, consequentemente 0s momentos de resisténcia ao giro
M, e M, se anularem na equacéo (3). Para simplificar a notagdo foi tomado k,, = kq,k,, = k, e ki3 = k.
Na equacéo (3) foi realizada a mudanca de variaveis y, = 64, y, = 6,, y; = 61 e y, = 65, obtendo assim o
sistema matricial Y’ = AY,onde Y = [Y1 Y2 Y3 Ya]”

0 0 1 0
0 0 0 1

A=\ —(ky + k) /1 ko /1 0 0 “)
ky/]> —(ky;+ks3)/]; 0 O

Verifica-se que o ponto de equilibrio do sistema é a origem. Para a analise de estabilidade do ponto de
equilibrio é necessario calcular os autovalores da matriz A que podem ser obtidos pela equagdo caracteristica

Ao + A2(Jiks + Jiko + Joky + J2ko) + (2koks + kiky) = 0. (5)

RESULTADOS E DISCUSSAO

Supondoquemy = m, = 2Kgek, =k, = k3 =4 N.m sejam 0s parametros fixos e que somente
os raios dos discos variem, a equacdo (5) fica A*r?r? + 8(r? + r2)A? + 48 = 0, sendo assim uma equagao
biquadrada. Fazendo 12 = ¥, entfo tém-se a equacdo quadratica W2r2r? + 8(rf + r)¥ + 48 = 0, cuja
solucéo é

—4(rf +1r2) £ 4/A ©)
B rer?
onde A = rit — r2r? + ry. Verifica-se que A = (1 — r#)? + r?r# e, portanto, A > 0, pois 0s raios sdo sempre
maiores que zero. Verifica-se ainda que (2 + r#) > v/A . Logo as raizes obtidas para W sio reais e negativas.
Como A% = ¥, entdo os autovalores obtidos sdo complexos conjugados com parte real nula. Logo o ponto de
equilibrio é um centro.

Para exemplificar as analises realizadas foram tomados os valores de pardmetros como mencionados
anteriormente e os raios r; = 0.05m e r, = 0.07 m. Os autovalores obtidos foram 4, = +61.6609i ,1, =
—61.6609i,1; = +32.1028i e 1, = —32.1028i. Também foi realizada uma simulacdo do sistema Y’ = AY,
com a matriz A da equagéo (4), em MATLAB. A condicéo inicial tomada foi Y = [z/4 w/2 0 0]". A
Figura (2) ilustra a variagdo dos estados que representam as variacdes angulares (y; e y,) e as velocidades de
rotagio (y; e y,) dos discos 1 e 2, respectivamente. E observado que os estados variam de forma ciclica em
torno do ponto de equilibrio que é a origem do sistema. Esta € uma caracteristica do ponto de equilibrio obtido
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Figura 2. Variacdo dos estados do sistema em relacéo ao tempo.
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CONCLUSOES

Este estudo preliminar de EDOs foi necessario para que se possa iniciar a pesquisa sobre o controle de
sistemas dinamicos, sendo eles lineares ou ndo. Esta etapa do projeto possibilitou a obtencdo de um
conhecimento teérico da resolucdo de EDOs, da analise de estabilidade do ponto de equilibrio e da simulacéo
numérica de EDOs. Na elaboracdo deste trabalho foram aplicados todos os conhecimentos citados
anteriormente.

A partir do modelo do sistema torcional foi possivel reescrever suas equacdes na forma matricial, obter
0 ponto de equilibrio e verificar sua estabilidade via os autovalores da matriz associada ao sistema. Os raios
dos discos foram tomados como pardmetros livres e observou-se que independente dos valores atribuidos a
eles, o ponto de equilibrio apresenta sempre a mesma caracteristica, no caso um centro. Essa caracteristica foi
observada nos graficos obtidos a partir das simulagdes numéricas realizadas.

A caracteristica de um ponto de equilibrio pode ser alterada utilizando a¢Ges de controle. Essas a¢des
serdo investigadas na proxima etapa do projeto. Pode-se ainda tomar outros exemplos para estudo, tais como
modelos ndo lineares onde é necessario utilizar alguma técnica de linearizagdo, pois grande parte dos
problemas fisicos encontrados na literatura apresentam alguma nao linearidade em suas equagdes.
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