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RESUMO: Este trabalho apresenta algumas analises e resultados preliminares dos estudos realizados em um projeto de
pesquisa de iniciacdo cientifica. O projeto tem como objetivo investigar e compreender o funcionamento de controladores
para sistemas dinamicos. Em geral, esses sistemas sdo modelados matematicamente por equacdes diferenciais ordinarias
e possuem aplicac®es nas mais diversas areas do conhecimento, tais como na biologia e nas engenharias. O estudo dessas
equacdes permite prever o comportamento do sistema ao longo do tempo e, em alguns casos é possivel intervir nessas
equac0es realizando agdes de controle. Neste trabalho é utilizado um exemplo da medic&o de concentracéo de glicose na
corrente sanguinea para aplicacdo dos conceitos preliminares estudados no projeto. A analise do ponto de equilibrio via
algebra linear constatou que o sistema é estavel de acordo com as condic¢des estudadas.

PALAVRAS-CHAVE: equag0es diferenciais; modelagem matemadtica; sistemas lineares.
INTRODUCAO

Este trabalho visa apresentar os resultados preliminares obtidos em um projeto de pesquisa de iniciagdo
cientifica, e tem como objetivo estudar e compreender o funcionamento de controles de sistemas dinamicos.
Na maioria dos casos os sistemas dindmicos sdo modelos matematicos através de equacOes diferencias
ordinarias (EDOs), esses sistemas sdo muito estudados devido a seu amplo campo de aplicacdo nas ciéncias
da natureza e outras, como os estudos de DORF e BISHOP (2009), OGATA (2010), BASSANEZI (2014),
ZILL (2016) e MITTITIER e ELIAS (2016).

A analise das EDOs de um sistema permite prever o comportamento dos estados medidos ao longo do
tempo. Uma forma de se analisar essas equacgdes € reescrevé-las na forma de um sistema de equagOes
diferenciais de primeira ordem (BOYCE e DIPRIMA, 2010; ANTON e DOERING, 2012). A partir da analise
do sistema de equacdes de primeira ordem é possivel determinar os pontos de equilibrio e investigar a
estabilidade nesses pontos (MONTEIRO, 2006).

Em muitos casos é possivel intervir nos modelos com a finalidade de se estabilizar um ponto de
equilibrio desejado. Tal intervencdo realizada nos modelos é conhecida como acao de controle. Na bibliografia
analisada é possivel encontrar diversos tipos de controle aplicados a modelos fisicos em CHEN, (1999),
FARIA at. al (2014) e ELIAS at. al (2016). O uso de controladores em sistemas dindmicos tem aplicacdes em
diversas areas, tais como na fabricacdo de eletrodomésticos, transportes terrestres, transportes aéreos, entre
outros.

Neste trabalho é apresentada uma metodologia para a analise das equacdes de um modelo de Diabetes
Melito (BASSANEZI, 2014). O método adotado para a andlise sera detalhado na fundamentagdo teorica e
depois aplicado na metodologia. Para a coleta de resultados foi feita uma analise do ponto de equilibrio do
sistema em funcéo dos seus pardmetros e, para exemplificar, foram adotados alguns valores de pardmetros
para os casos analisados. Além disso foi realizada uma simula¢do numérica do sistema. Nas conclusdes s&o
apresentadas as analises dos resultados obtidos e também sdo apresentadas algumas perspectivas e propostas
de estudos para a proxima etapa do projeto.
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FUNDAMENTACAO TEORICA

O estudo de sistemas dindmicos se faz importante para analisar problemas que envolvem variaveis
dependentes do tempo. Como afirma BOYCE e DIPRIMA (2010) “Existem muitos problemas fisicos que
envolvem diversos elementos separados associados de alguma forma. [...] Nesse e em casos semelhantes, o
problema matematico correspondente consiste em um sistema de duas ou mais equagdes diferenciais”.
Segundo ZILL (2016) para fazer a analise desses sistemas via algebra linear, primeiro, é necessario transformar
uma equacdo diferencial de ordem n em n equacges de primeira ordem.

De acordo com BOYCE e DIPRIMA (2010) pode-se tomar uma equacao diferencial genérica

y™ = F(t,y,y,..,y® D). (1)
Definindo as variaveis xj,x, ..., X, POr X; =y, X, = y,X3 = ¥,...,x, =y~ seque que
.X:]_ = xz,
Xy, = Xa,
2 : 3 (2)

Xn = F(t,xq1, X3, .., Xp).

O sistema de equacdo (2) é equivalente ao (1). De acordo com MONTEIRO (2006) a vantagem de
trabalhar com n equagdes de primeira ordem ao invés de analisar uma equacao de ordem n é a possibilidade
de reescrever o sistema na forma matricial, tornando-se possivel analisar o sistema via algebra linear (ANTON
e DOERING, 2012). Por exemplo, considere uma equacao diferencial de segunda ordem

az%(t) + ayx(t) + apx(t) = (1), ®)
Em que a,, a;€ a, sdo constantes arbitrarias. Definindo as variaveis y; = x e y, = x, e derivando as novas
variaveis em relacdo ao tempo obtém-se o sistema ¥ = AY + F,ondeY = [y1 ¥2]", F=[0 f(®)]"e

0 1
A= [— ap/a, —a1/a2]' @

De acordo com ZILL (2016) se f(t) = 0, entdo o sistema é chamado de homogéneo e, além disso, o
ponto de equilibrio é obtido quando Y = 0, ou seja, para encontrar o ponto de equilibrio é necessario igualar
as n equacdes de primeira ordem do sistema igual a zero. Em muitos casos o ponto de equilibrio é a prépria
origem. Para realizar algumas analises de estabilidade é necessario deslocar o ponto de equilibrio para a
origem, por meio de uma substituicdo de variaveis (CHEN, 1999; MONTEIRO, 2006).

A andlise de estabilidade do ponto de equilibrio do sistema de equacdes diferenciais na forma matricial
é feita através dos autovalores e autovetores da matriz do sistema. Segundo MONTEIRO (2006) “Dada uma
matriz quadrada A, um ndmero A é chamado de autovalor de A se hd um vetor-coluna ndo-nulov, tal que: Av =
Av”. O polinémio caracteristico para um sistema linear de ordem n pode ser obtido pela relagdo det(A — AI) =
0. Para um sistema de segunda ordem, se A, e A, forem reais e de sinais opostos o ponto de equilibrio é
chamado de sela, caso 1, e A, forem positivos, entdo o ponto de equilibrio é instavel, se forem negativos, entéo
0 ponto é estavel. Por fim se 1, e A, forem complexos conjugados tém-se trés casos, o primeiro com a parte
real positiva, sendo instavel, o segundo com a parte real negativa é estavel e, o terceiro, quando a parte real
nula, sendo o ponto de equilibrio um centro.

As solucdes dos sistemas de equagdes diferenciais também podem ser obtidas pelos autovalores e
Autovetores da matriz associada ao sistema (MONTEIRO, 2006; BOYCE e DIPRIMA, 2015; ANTON e
DOERING, 2012; ZILL, 2016).

METODOLOGIA

Neste trabalho foi feita a analise de um modelo de Diabetes Melito (BASSANEZI, 2014). Tal modelo
determina a interagdo entre a concentracdo de glicose e 0 hormdnio liquido com predominancia de insulina,
representado pelo seguinte sistema linear

& _ —a;9 — azh + f(t)

at
an : ()
- = ~ash+ aug
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Em que:
g é ataxa de variacdo da concentracéo de glicose no sangue;
h é a taxa de variacdo da concentracdo de hormonio liquido com predominéncia de insulina no sangue;
f(t) é ataxa externa de concentracéo de glicose no sangue;
aq, a,,ds; € a, SAo constantes positivas.
Para esse estudo sera considerado somente a parte homogénea do sistema, ou seja, que ndo ha aumento
na taxa de glicose por causas externas, logo f(t) = 0.
O ponto de equilibrio do sistema é obtido a partir de

{0 = —a,9 - azh (6)

0= —azh+ a,g

Da primeira equacdo no sistema (6) obtém-se que g = —%h. Substituindo na segunda equacao do
1

sistema (6) tém-se que —ash + a,(—a,h/a;) =0 = —h(az + asa,/a;,) =0 = h=0 = g = 0. Logo
0 ponto de equilibrio do sistema é a origem. Para a anélise da estabilidade da origem do sistema sera calculado
os autovalores em funco dos parametros a,, a,, as e a,. Considere o vetor de estado X = [g  h]T. Assim, 0
sistema (6) pode ser escrito na forma matricial X = AX, com

4= [0 —all

(1)

Os autovalores da matriz A sdo determinados por det(4A —AI) = 0, obtendo o polinbmio
caracteristico A2 + (a; + az)A + aza, + a;a; = 0.

Logo, os autovalores sd0 A; = [—(a; +as) + +(a; +a3)? —4(aa, + a1a3)]/2 e

).2 = [_ (a1 + a3) - \/(al + a3)2 - 4((12(14 + a1a3)]/2.
Denotando a; + a; = @ ea,a, + a,a; = w?, inspirados em BASSANEZI (2014), segue que A, =

[a+Va? —4w?]/2e 1, = [-a — Va? — 4w?]/2.
RESULTADOS E DISCUSSAO

Observe que os pardmetros do sistema sdo positivos, entdo o > 0. Considere A = a? — 4w?. Desse
modo, sera feita uma anélise do sinal dos autovalores em funcdo dos pardmetros do sistema. Note que para o
exemplo analisado neste trabalho sera necessario analisar trés casos distintos.

No primeiro caso, considere A=0 = a?—4w?=0 = 1, =1, = —a/2. Como a pode assumir
apenas valores positivos, entdo o ponto de equilibrio é estavel. Para o segundo caso, considere A > 0 = a? —
4w%>0.Comoa >0 = a=|a| = Va? > Va2 — 4w?, pois w? > 0. Logo, a > Va2 — 4w? e, portanto,
A, <0e A, <0. Assim o equilibrio é estavel. No terceiro caso é quando A < 0 = a? — 4w? < 0. Deste
modo, os autovalores sdo complexos conjugados com parte real negativa, o que implica que o ponto de
equilibrio é estavel.

Para exemplificar os resultados obtidos foram assumidos valores para os parametros dos casos tratados
anteriormente. No primeiro caso, foram assumidos a; = 2,a, = 1,a; =1 e a4 = 0,25, e 0s autovalores
obtidos foram A; = A4, = —3/2. No segundo caso, os valores de pardmetros tomados foram a; = 2,a, =
0,2,a; =1ea, = 0,2, resultandoem 1; = —1,04 e 1, = —3,96. No terceiro caso, os valores de parametros
forama; = 2,a, = 1,a3 = 1 e a, = 1, resultando em A, = (=3 +/3i)/2 e 1, = (=3 —/3i)/2.

A simulacdo numérica do sistema (5) foi realizada através do Software MATLAB, para os valores de
pardmetros dos trés casos analisados e, as condic@es iniciais g(0) = 50 e h(0) = 10. Observe que esta
implicito que o sistema (5) apresenta variaveis de estado deslocadas com o propésito do ponto de equilibrio
ser a origem do sistema. Deve ser notado que a medida que as taxas de hormdnio e glicose tendem a zero, na
verdade essas taxas tendem a um valor especifico. Em todos os casos analisados as concentracGes de glicose e
de horménio tendem ao equilibrio como mostra a Figura 1. Além disso, é possivel que o ponto de equilibrio
seja alterado caso seja considerado o aumento na taxa de glicose por fatores externos, ou seja, para o sistema
(5) forgado, com f(t) # 0.
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Primeiro caso Segundo caso Terceiro caso

Variagdo dos estados do sistema
Variagio dos estados do sistema
Variagdo dos estados do sistema
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FIGURA 1. Simulacéo de valores distintos dos parametros do sistema.
CONCLUSOES

Na analise feita no modelo de Diabetes Melito conclui-se que o ponto de equilibrio é sempre estavel,
independente dos valores assumidos para os parametros do sistema. As simula¢ées numéricas realizadas nos
casos analisados ilustraram a evolucéo dos estados ao longo do tempo em que, verificou-se a estabilidade da
origem. Neste estudo ndo foi considerado nenhuma influéncia externa ao sistema, o que pode contribuir para
a mudanca da dindmica do sistema.

Os estudos teoricos apresentados eram pré-requisitos para o estudo de controladores de sistemas
dindmicos, que serdo abordados na proxima etapa do projeto. Além disso, sera necessario investigar métodos
para analise e controle de sistemas nao lineares, pois grande parte de sistemas fisicos encontrados na literatura
apresentam ndo linearidades em seus modelos matematicos.
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