Il Encontro de Iniciagao Cientifica e Tecnolégica P
og

Il EnICT EE8
f [ ] |
ISSI\I. 2526-6772 REFFIUG
' IFSP - Campus Araraquara FERERECL
ITT EnICT 19 e 20 de Setembro de 2018 JGimpus

A TABUA DE GALTON COMO FERRAMENTA DE ESTUDO DAS DISTRIBUICOES
BINOMIAL E NORMAL E DE SUA RELACAO PELO TEOREMA CENTRAL DO
LIMITE

MATHEUS DE ALMEIDA!, VITOR GUSTAVO DE AMORIIM2, KARLA BARBOSA DE FREITAS
SPATTI®

! Graduando em Licenciatura em Matematica, IFSP Campus Araraquara, matheus.almeida@aluno.ifsp.edu.br
2Docente, IFSP Campus Araraquara, vitoramorim@ifsp.edu.br
3Docente, IFSP Campus Araraquara, Karla.freitas@ifsp.edu.br

Area de conhecimento (Tabela CNPq): Teoremas de Limite — 1.02.01.03-3

RESUMO: As distribui¢des normal e binomial de probabilidades tém um papel central na modelagem de fenémenos de
natureza estatistica cujas varidveis de interesse sdo, respectivamente, discretas e continuas. Cada uma delas,podem ser
aplicadas em diversas areas de conhecimento cientifico e tecnoldgico. Além disso, tais distribuicfes estdo relacionadas
por meio do Teorema Central do Limite, resultado fundamental da Teoria das Probabilidades. Neste contexto, o
dispositivo desenvolvido pelo matematico inglés Francis Galton, conhecido como Tébua de Galton, produz um
experimento probabilistico capaz de ilustrar o resultado contido no referido teorema e, mais do que isso, comparar 0s
resultados do experimento com os modelos tedricos das distribuicbes normal e binomial. Dessa forma, este trabalho
propGe um estudo tedrico-pratico dos modelos probabilisticos binomial e normal e do Teorema Central do Limite,
mediante simulagfes experimentais probabilisticas realizadas em duas Tabuas de Galton, projetadas e construidas
durante a execugdo do projeto. Procura-se ainda estabelecer em que medida o experimento proposto realiza de fato o
papel a que se propde ou, inversamente, em que medida o modelo tedrico descreve o0 experimento. Finalmente, sdo
buscadas formas de refinamento do experimento em busca de uma aproximacao entre 0s aspectos citados.

PALAVRAS-CHAVE: distribuicdo binomial; distribuicdo normal; tAbua de Galton; teorema central do limite.

INTRODUCAO

Esta pesquisa de iniciacdo cientifica tem como objetivo aprofundar o conhecimento sobre as
distribuicdes binomial e normal de probabilidades e sua relacdo dada pelo Teorema Central do Limite, por
meio de simulagBes experimentais probabilisticas realizadas em duas Tabuas de Galton, projetadas e
construidas durante a execugdo do projeto.

Francis Galton (1822-1911), “[...] foi um dos ultimos cavaleiros cientistas, era um homem brilhante,
foi um dos fundadores da antropologia, meteorologista, matematico, bidlogo e inventou os parametros
estatisticos conhecidos como teoria da regressdo e correlagao [...]” (SALGADO-NETO; SALGADO, 2011,
p.223). Criador também do Quincunx, conhecido como Tabua de Galton, dispositivo este que ao ser
manipulado, pode-se observar a formacdo de curvas de densidades de probabilidade, aplicavel a muitos
fenbmenos no campo da Biologia e da Fisica (DANTAS, 2008; MORGADO et al., 1991; LIMA E
MAGALHAES, 2015; ROSS, 2010, ROSS, 2010).

A Tabua de Galton é constituida de uma caixa retangular, na qual ha uma abertura para a insercdo de
pequenas esferas que, ao serem despejadas, encontrardo objetos cilindricos fixados como obstaculo, sendo
estes dispostos em niveis de forma que, tomando-os trés a trés, as distancias entre seus centros formam um
tridngulo equilatero e, ao final do percurso de cada esfera, estas sdo coletadas por canaletas que estdo
ordenadas na parte inferior do dispositivo. As esferas, ao colidirem com os objetos cilindricos e cairem, seja
para a direita, bem como para a esquerda, encontrardo um novo obstaculo. E assim, ha uma série de colisdes



sucessivas, um obstaculo no primeiro nivel, dois no segundo, trés no terceiro, até atingir uma canaleta ao
final do percurso que estard a esquerda ou a direita do Gltimo obstaculo em que a esfera colidiu. A figura 1
abaixo ilustra o experimento.

FIGURA 1. llustracao da Tabua de Galton
Fonte:https://www.alanzucconi.com/2015/09/09/understanding-the-gaussian-distribution/galton-board/

Pode-se construir a tdbua de modo que a abertura de insercdo seja suficientemente estreita para que,
cada esfera, apds ser despejada no dispositivo, atinja, a principio, o obstaculo central da primeira fileira,
podendo entdo cair para a direita (do observador), com probabilidade p ou para a esquerda, com
probabilidade 1 — p. Admite-se que assim aconteca para as demais fileiras. Logo, pode-se afirmar que o
experimento descrito consiste em uma sequéncia de ensaios independentes de Bernoulli, visto que cada
esfera colidird com apenas um obstaculo em cada uma das fileiras. Portanto, a quantidade de vezes que uma
esfera cai para a direita, até que atinja uma das canaletas, serd uma varidvel aleatéria com distribuicéo
binomial com pardmetros n (nimero de fileiras) e p.

E razoavel admitir a hipdtese de que, a cada queda da esfera, se tem probabilidade igual a % de queda

para esquerda ou para a direita. Entdo, numerando as canaletas da esquerda para a direita de 0 a n (nGmero
de canaletas), a probabilidade de que uma esfera solta no dispositivo caia na canaleta k, é, por outro lado, a
probabilidade de que a esfera caia k vezes para a direita e n — k vezes para a esquerda durante seu percurso.

Ou seja, a distribuicdo de probabilidades da Tabua segue o0 modelo binomial com p = %:
n—k
1

rr=0=()G) () () k=0t

Dessa forma, um experimento da Tabua de Galton planejado e construido com um ndmero
suficientemente grande de canaletas e esferas, pode ser utilizado para estudar teoricamente e
experimentalmente as propriedades da distribui¢cdo binomial de probabilidades, verificando em que medida o
experimento de fato cumpre o papel a que se propde, ou seja, em que medida o experimento satisfaz o
modelo binomial de distribuicao de probabilidades.

Além disso, ao observar a distribuicdo das esferas em alguns experimentos ja realizados com tabuas de
Galton, verifica-se o desenho aproximado da curva normal (AQUINO, 2004; SALGADO-NETO e
SALGADO, 2011). Tal aproximacdo deve-se a conhecida propriedade de que a distribuicdo binomial, para
valores de n arbitrariamente grandes, tem sua fungdo de distribuicdo cada vez mais préxima da funcdo de
distribuicdo da normal. Tal resultado, fundamental na Teoria das Probabilidades, é consequéncia do Teorema
Central do Limite.

Assim, pode-se usar a tabua de Galton para explorar tal aproximacéo, estudar as propriedades da curva
normal, determinar valores de n para erros de aproximacao dados, verificar a consisténcia também deste
modelo e do experimento e comparar os resultados obtidos de aproximagdo nos dois modelos, binomial e
normal.
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Dito isto, este trabalho propde a construgdo de duas Tabuas de Galton com numeros diferentes de
canaletas, com o objetivo de ilustrar a melhor aproximacéo, da binomial a normal, para valores maiores de n.
A partir das tdbuas projetadas e construidas, buscando fidelidade ao experimento proposto, podem ser
realizadas vérias simulagcOes, obtendo-se assim diversas amostras aleatorias que podem ser usadas para a
analise e comparagdo do modelo tedrico com os resultados obtidos.

Finalmente, realizadas as andlises dos resultados, pretende-se propor métodos de refinamento do
experimento, identificando elementos da tdbua que possam potencializar distor¢des e projetando novos
experimentos com base nos resultados obtidos.

FUNDAMENTACAO TEORICA

A distribuicdo binomial de probabilidades modela experimentos que consistem em n repeticdes de
ensaios independentes com apenas dois resultados possiveis, denominados sucesso, com probabilidade p, e
fracasso, com probabilidades 1 — p. Assim, pode-se mostrar que a probabilidade de se obter k sucessos nas n
realizacOes de ensaios é dada por

P(X = k) = (Z)pk(l —p)k, k= 01,..,n

A média ou esperanca (E (X)) e a variancia (Var(X)) de uma variavel aleatoria binomial qualquer sao
dadas por E(X) = np e Var(X) = np(1 — p), respectivamente (ROSS, 2010).

Por outro lado, a distribuicdo normal de probabilidades, é muito usada para modelar experimentos que
envolvam variaveis aleatorias continuas cuja frequéncia de distribuicdo dos dados se da de forma simétrica
em torno da médiae se aproxima de zero a medida que o dado se distancia da média. A fungdo densidade de
probabilidade da distribuicdo normal com média p e variancia é o2 dada por

1 _(x—w)?
f(x) =
oV2m

e 202, x€R

As distribuicBes binomial e normal estdo diretamente relacionadas por meio do Teorema Central do
Limite (ROSS, 2010), que estabelece que a funcdo de distribuicdo do modelo binomial se aproxima da
funcdo de distribuicdlo do modelo normal, & medida que o tamanho da amostra binomial cresce
arbitrariamente. Neste contexto, a funcdo densidade da distribuicdo normal que se aproxima da binomial de
parametros n e p, tem média () e variancia (o2) iguais a média e variancia da binomial envolvida, ou seja,
toma-se para o modelo u = np e 62 = np(1 — p).

Assim, pode-se dizer que, para valores suficientemente grandes de n, a distribuicdo binomial com
parametros n e p pode ser aproximada pela variavel aleatéria continua cuja densidade é

x—np)?
flx) = ;e_z("l’(fp), xER
V2mnp(1 —p)

Essa funcdo densidade sera usada como modelo tedrico aproximado para a distribuicdo das esferas na
tdbua. Assim, pode-se verificar, experimentalmente, a diferenca entre os resultados obtidos e os resultados
esperados nos dois modelos. Adicionalmente, podemos obter a relagdo do valor de n com o erro de
aproximacéo dado pelo Teorema Central do Limite.

METODOLOGIA

A presente pesquisa pode ser classificada por um estudo exploratério teérico-experimental, pois visa
familiarizar-se com o problema, aprimorando ideias e descobertas (GIL, 2002). Logo, propde-se um
levantamento bibliogréfico sobre o conceito e aplicagdes das distribuigdes normal e binomial de
probabilidades e sobre o Teorema Central do Limite, bem como andlise de exemplos para o auxilio da
compreensao do contetdo abordado.

Foram feitos estudos sobre a distribuicdo binomial e a distribuicdo normal, como modelos discretos e
continuos de probabilidade, respectivamente, bem como seus comportamentos, principais propriedades e
aplicacBes. Foram desenvolvidos ainda conhecimentos sobre o Teorema Central do Limite e de que forma
pode-se relacionar, por intermédio dele, as distribuicdes binomial e normal (DANTAS, 2008; MORGADO et
al., 1991; LIMA E MAGALHAES, 2015; ROSS, 2010, ROSS, 2010).
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O projeto das tabuas esta sendo feito com o auxilio dos softwares de desenho dindmico AutoCAD e
Inventor, programas desenvolvidos e distribuidos pela Autodesk (2018). Serdo construidas duas Tabuas de
Galton, com diferentes tamanhos, para realizagéo de experimentos probabilisticos com tamanhos de amostras
distintas e, por conseguinte, tabular os resultados, calcular as medidas de tendéncia central e dispersdo, e
efetuar suas analises.

Por consequéncia, buscar-se-4 propor métodos de refinamento das simulagdes e do projeto da tabua
apos a analise dos resultados obtidos.

CONCLUSOES

Mediante discussdes, bem como investigacbes em pesquisas j& realizadas com a Tabua de Galton
(AQUINO, 2004; SALGADO-NETO e SALGADO, 2011), mostrou-se de grande relevancia a construgéo de
duas Tabuas que diferem no nimero de canaletas, visto que a distribuicdo binomial se aproxima da normal a
medida que o tamanho da amostra binomial cresce arbitrariamente.

Assim, a primeira Tabua sera construida com 12 canaletas e 11 niveis de pregos ou semelhante, pois a
discussdo ainda estd em aberto sobre o obstaculo que a bolinha tera de percorrer. A segunda se constituira de
21 canaletas e 20 fileiras de pregos. A escolha de a primeira ter um nmero par de canaletas e a segunda um
namero impar é proposital, pois sera analisado o comportamento que a curva assume em uma Tabua com o
namero de canaletas sendo par e outra impar.

O espagamento entre os obstaculos sera discutido no processo de construgdo das Tabuas, em razdo de
que a melhor medida deve ser assumida, para que os experimentos se tornem mais precisos. E, ndo menos
importante, o didmetro escolhido para as bolinhas sera de 0,6 cm a principio, podendo variar.

O desenho da curva normal deve ter parametros o2 = 2,75 e u = 5,5 para a Tabua com 12 canaletas
ec?=5epu =10 paraa Tabua com 21 canaletas, calculos estes obtidos pelas férmulas de variancia e média
da distribuicdo binomial. Uma vez definido o namero de canaletas das Tabuas, buscar-se-4 uma aproximagao
da binomial a normal.

Apos a construgdo e manipulacdo dos dispositivos, espera-se verificar experimentalmente que a curva
¢ de fato formada, assim como validar toda a base teérica estudada. Para isso, o modelo teérico sera
comparado com os resultados obtidos e assim, métodos de refinamento para os dispositivos bem como para
os procedimentos do experimento probabilistico, poderdo ser propostos.
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