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RESUMO: Entre as competéncias necessarias para a formacdo do licenciado em Matematica, esta a capacidade de
articulacdo entre topicos matematicos de diferentes areas de estudo e pesquisa para aplicacdo na modelagem e resolucéo
de problemas. Tal habilidade proporciona ao futuro professor-pesquisador uma ampliacdo da visdo geral das areas de
pesquisa da Matematica e favorece o desenvolvimento de processos de ensino-aprendizagem no ensino basico, na medida
em que amplia as possibilidades de contextualizacdo dos temas matematicos da escola basica, de aplicacdo de modelagem
matematica como metodologia de ensino, do desenvolvimento de projetos interdisciplinares e de articulacdo de temas
escolares aparentemente desconexos. Nesse contexto, o estudo das Cadeias de Markov e suas aplicaces, articula topicos
da Algebra Linear, da Teoria das Probabilidades e da Analise Real, cujos fundamentos estdo presentes no curriculo do
ensino béasico, possibilitando uma abordagem inicial do tema. Dessa forma, este trabalho apresenta, desenvolve e
sistematiza alguns resultados tedricos sobre as Cadeias de Markov, especialmente resultados deixados por vezes
subentendidos na literatura. Em particular, é demonstrado um resultado contra intuitivo a respeito da convergéncia de
uma cadeia de Markov cuja matriz de transi¢cdo € duplamente estocastica.

PALAVRAS-CHAVE: cadeias de Markov, matrizes estocésticas; matriz de transi¢do; sequéncia de matrizes e vetor de
estado estacionério.

INTRODUCAO

As Cadeias de Markov tém aplicacdes na modelagem e resolucao de problemas em diversas areas do
conhecimento cientifico e tecnoldgico, como Fisica, Quimica, Biologia, Geografia, Informatica, Logistica,
Estatistica, Economia, Jogos, MdUsica, Ciéncias Sociais, Esportes entre outras (ANTON, RORRER, 2012;
LEON, 2014; ROSS, 2010). O estudo deste tema traz a possibilidade de integracio entre a Algebra Linear e a
Teoria das Probabilidades, lidando diretamente com temas como diagonalizacdo de matrizes, sequéncias reais
e de matrizes e seus limites, algebra de matrizes, entre outros.

A motivacdo para o estudo das Cadeias de Markov surge pelas inimeras aplicagfes em situagdes
problemas reais, 0 que traz a possibilidade de estudo e aplicacdo caso a caso, bem como generalizagdes, de
técnicas a resultados dos topicos e das areas pesquisa citadas acima. Além disso, o tema traz inimeras
possibilidades de interacdo entre trés areas (Algebra Linear, Anélise Real e Teoria das Probabilidades) que sdo
aparentemente desconexas, proporcionando uma abordagem integrada de diversos conceitos aplicada a
modelagem e resolucéo de problemas.

Neste trabalho sio discutidos conceitos tanto da Algebra Linear, como os autovalores, autovetores,
diagonalizacdo de matrizes, matriz inversa e sequéncias de matrizes, propriedades de limites, como em Teoria
das Probabilidades, onde utilizamos os conceitos e propriedades da Probabilidade Condicional. Além disso,



utiliza-se ainda ferramentas da Analise Real, por meio de um estudo mais preciso das defini¢Ges de sequéncias
de matrizes e seus respectivos limites.

Neste contexto, o objetivo deste trabalho é explorar e analisar os resultados ja estabelecidos na teoria
das cadeias de Markov, identificando a partir dai possibilidades de aplicacdo na modelagem e resolucdo de
problemas e, adicionalmente, possibilidades de redacdo e desenvolvimento matematico (e didatico) de
resultados subentendidos nas demonstracfes encontradas nas principais referéncias estudadas.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Em diversas areas do conhecimento cientifico e tecnoldgico, as Cadeias de Markov encontram
aplicacdo na modelagem e resolucdo de problemas (ANTON, RORRER, 2012; ROSS,2010). A variedade e
abrangéncia das areas ja citadas se justifica porque uma Cadeia de Markov pode ser utilizada para modelar
qualquer experimento que apresenta um sistema com possibilidades de mudancas de estados, em tempo
discreto, no qual pode ser determinada uma probabilidade (constante) de o sistema atingir certo estado,
condicionada apenas ao estado anterior do sistema (ROSS,2010). Tal situacdo é encontrada frequentemente
em diversos problemas de transigdo aleatoria em inimeras areas de conhecimento (LEON,2014).

Em termos matematicos, estamos considerando um sistema onde seu estado em um determinado tempo
discreto n pode ser dado por uma variavel aleatéria X,, que assume um numero finito de valores
{x1, %3, ..., X}, € para a qual a probabilidade de o sistema atingir o0 estado X,,;1 = xp, 1 < £ < k, (no tempo
seguinte), depende apenas do estado atual X,,, ou seja, independe dos anteriores. Em outras palavras:

P (Xnsr = ¢ | (Xn = xep Xnoy = Xy Ko = 22,)) = Pz = xel X = x4,) (1)

A propriedade (1) descrita acima é chamada de propriedade markoviana, ou meméria markoviana.
Uma sequéncia (X,,) de variaveis aleatérias que assume um numero finito de estados {1,2,...,k} e cuja
distribuicdo conjunta de probabilidades satisfaz a propriedade markoviana, é chamada de Processo ou Cadeia
de Markov (ROSS, 2010, pg 496).

Dessa forma, um sistema que assume apenas dois estados 1 e 2, por exemplo, tem as probabilidades
de transi¢do do tempo n para 0 tempo n + 1 descritas por quatro nimeros: a probabilidade de estar no estado
1 e permanecer nele P(X,,; = 1|X,, = 1), a probabilidade de estar no estado 1 e mudar para 2
P(X,+1 = 2|X, = 1) e assim sucessivamente. Assim, representando a probabilidade de o sistema estar no
estado i mudar para o estado j, P(X,.+1 = j|X, = i) por p;;, obtemos uma matriz quadrada de ordem 2 com
todas as probabilidades que descrevem o sistema na mudanca de estado do tempo de n para n + 1, na qual a
soma dos termos de cada linha deve ser 1.

Analogamente, dado um sistema que assume os estados 1, ..., k, podemos obter uma matriz quadrada
de probabilidades de ordem k, onde cada termo p;; representa a probabilidade de o sistema assumir o estado
j, dado que estava no estado i. Tal matriz € chamada de matriz de transi¢cdo da cadeia de Markov e cada
probabilidade p;; € chamada probabilidade de transicéo do estado i para o estado j (ANTON, RORRER, 2012;
LEON,2014).

E possivel mostrar que se P = [p; ;1 € a matriz de transicdo de uma cadeia de Markov, entdo a matriz
P™ serd a matriz de transicdo apos n unidades de tempo, ou seja, apds n iteragdes do sistema. Além disso, sob
certas condicdes, demonstra-se a existéncia de uma condicéo suficiente para que P™ seja convergente para uma
matriz Q gue possui todas as linhas iguais e na qual o vetor linha constante é chamado de vetor de estado
estacionario. Esse nome se justifica porque, se a citada condicéo for satisfeita, as probabilidades do sistema se
encontrarem no estado j, convergem para um numero fixo, independente do estado inicial (ANTON,
RORRER, 2012).

METODOLOGIA

O presente trabalho pode ser classificado por um estudo exploratério pois visa familiarizar-se com o
problema, aprimorando ideias e descobertas (GIL, 2002). Foram desenvolvidos um levantamento bibliografico
sobre o conceito e as aplicagbes de Cadeias de Markov, anélise de exemplos para o auxilio da compreensdo do
contetdo abordado, e também um estudo sobre conceitos e resultados estabelecidos.
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Como pré-requisitos para a pesquisa, foram feitos estudos dos conceitos de probabilidade condicional
e da Algebra Linear tais como autovalores, autovetores, diagonalizacdo de matrizes, poténcia de matrizes entre
outros. Para isso, exercicios de aprofundamento foram realizados e também foram desenvolvidos conceitos e
principais resultados relacionados as cadeias de Markov, bem como problemas de aplicagcdo propostos na
literatura para o auxilio no entendimento do assunto tratado. Para esses estudos e pesquisas, foram utilizadas
as referéncias (DANTAS, 2008), (LIMA, 2015), (LEON, 2014), (ANTON, RORRER, 2012) e (MORGADO,
1991).

Durante o desenvolvimento do trabalho, foram identificados varios conceitos e propriedades relativas
as sequéncias de matrizes, diagonalizacdo e cadeias de Markov, cujo enunciado e demonstracdo estavam
ocultos ou propostos como complementos nos livros consultados na referéncia (LEON, 2014).

Assim, foram redigidos e demonstrados uma sequéncia de defini¢fes, enunciados e demonstracGes
desses resultados fundamentais para o entendimento e sistematizagdo completa do tema abordado. Alguns
desses resultados sdo detalhados neste trabalho.

RESULTADOS

Enunciaremos a seguir alguns dos resultados adaptados e/ou desenvolvidos como complementos a
partir dos textos contidos em (LEON, 2014) e (ANTON, RORRER, 2012). Todas as defini¢bes, enunciados e
demonstracdes redigidas estdo no trabalho completo e algumas delas serdo apresentadas durante o evento.

Resultado 1: Uma matriz quadrada A é dita estocastica se todas as suas entradas sdo nao negativas e soma dos
elementos de cada coluna é igual a 1. Um vetor de probabilidades é um vetor (ou matriz coluna) cujas entradas
sd0 ndo negativas e tém soma 1. Dados uma matriz estocastica A de ordem m e x um vetor de probabilidades
m-dimensional, entdo:

i)y = A-x éum vetor de probabilidades;

ii) x, = A™ - x € um vetor de probabilidades para todo n > 0;
iii) Se e = lim x, existe, entdo e € um vetor de probabilidades.

n—oo —

Demonstracao:
i) Sejam A = (a;;), x = (x;) ey = (¥;), com 1 < i,j < m. Entdo:
S [@n vt Qe [% a;1X; + 0+ AymXm
G RO
- Am1 = Amml Xm Am1X1 + o+ ApmXm

Das hipoteses segue que a;;, x; = 0 paratodo 1 < i,j < m e, portanto, X%, a;;x; = 0 paratodo 1 < j < m.

Ou seja, y tem todas as suas entradas ndo negativas. Além disso:
- m

m m m m
Zyi =Z aljxj+---+z AmjXj =x1<2ai1>+---+xm<2aim>=x1 +-txy=1
i=1 ' =1

j=1 J i=1 i=1

onde a terceira igualdade segue do fato de A ser estocastica e a quarta de x ser um vetor de probabilidades.
Portanto, y € um vetor de probabilidades.

ii) Tome x, = x. Entéo, segue do item anterior que x; = A - x;_1 € um vetor de probabilidades para todo k >
0. Logo, aplicando inducéo sobre n, temos que x,, = A™ - x, € um vetor de probabilidades para todo n > 0.

iii) Sejam e = (e;) € x, = (xnl.), com 1 <i<m. Do item anterior, sabemos que x, € um vetor de
probabilidades, ou seja x,, = 0 e i, x,, = 1. Logo, segue da hipdtese que:
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e; = lim x, =0, vi<i<m (1)

n—oo

m m m
Zei =Z lim x, = lim <ani> =lim1=1 (2)
: 4 n-oo n—oo n—-oo

i=1
Portanto, segue de (1) e (2) que e é um vetor de probabilidades.

Resultado 2: Considere uma sequéncia de matrizes (4,),>1 de ordem m X p, ou seja, cada entrada da matriz
A,, é formada por uma sequéncia real (aif)n’ ondel <i<mel<j<p.Definimos lim A, como sendo a
n—-oo

MAtriz Ly, dada por (1;) = lim ((aif)n)’ paratodo 1<i<me1<j<p,caso os limites existam. Em
n—oo
outras palavras, a matriz limite L,,., €a matriz dos limites das entradas de A,. Sejam A,, uma sequéncia de

matrizes quadradas de ordem m, x um vetor m-dimensional fixo e B uma matriz quadrada de ordem m
qualquer. Nessas condi¢es, valem:

i) Se T}T&a A, existe, entdo ﬂr&o (An.g) = ( lim An) - x. Analogamente, vale gingo (gT -An) =xT- (lim An);

n—oo n—-oo

ii) Se lim A, existe, entdo lim (4,.B) = ( lim An) - B. Analogamente, vale lim (B - 4,) =B - (lim An)
n—>0o

n—-oo n—oo n—oo n—oo

Demonstracao:

i) Sejax = (x;) com 1 < i < m. Entdo pela hipotese de existéncia dos limites das entradas de A,, e utilizando
a notacdo dada no enunciado, temos que:

= lim
n—oo

a1, - almn] [X1D A11,%1 + o+ Ay Xm

tin (a02) =

Amip " Ammpl Xm Am1pX1 T+ Ammp Xm

ligxy + -+ limx, lii - lm X1
= : = : : = ( lim An) "X
l n—-oo

miX1 + ot lmmxm lml lmm Xm
A demonstracédo da segunda afirmacéo feita em i) é analoga.

ii) Denotaremos por x; o vetor formado pela coluna j de uma matriz qualquer X = (x;;). Assim, utilizando o
resultado obtido acima, temos:

lim (4. B) = lim ([An b1 An-bm]) = [lim (4y-b1) o lim (4n-bm)]

I n—-oo n—oo

:[(limAn)-ﬁ (nmAn)-b_m]:(nmAn)-[ﬁ « bm]=(1im4,)- B

n—oo n—oo n—-oo n—oco

A demonstracdo da segunda afirmagéo feita em i) é analoga.

Resultado 3:. Uma matriz A é dita duplamente estocastica se tanto A quanto AT sdo estocasticas. Seja A, xm
uma matriz duplamente estocéstica, diagonalizavel e cujos autovalores satisfazem A, =1 e |/1j| < 1 para
2,3,...,m (ou seja, 1 e autovalor dominante da matriz). Considere o vetor 1 € R™ cujos elementos séo todos
iguais a 1. Entdo a cadeia de Markov determinada por A convergira para o vetor de estado estacionario e =
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= 1 independente do vetor inicial xo. Em outras palavras, para uma matriz de transi¢éo duplamente estocéstica

com autovalor dominante igual a 1, o vetor de estado estacionario fornecera probabilidades iguais a todos 0s
estados possiveis.

Demonstracdo: Sabemos que o vetor de estado estacionario da cadeia é dado por:

e = lim (An xo)

n—oo

Por outro lado, como AT é estocastica e A,=1 ¢ autovalor de 4, entdo 1 é autovetor associado a A, pois:

aiz 0 Aim 1 1
A . l = Z " : -l = = E = 1 . l
Ami1 - Omm 1 1

Assim, podemos tomar uma matriz X diagonalizante de A com a primeira coluna igual a 1 (ANTON,
RORRER, 2012, pg. 305 ) . Além disso, podemos escrever A™ = XD"X ™1, onde:

apptt+ amm

Am1 + -+ Amm

1 X5 - Xim 1 0 ... 0

. . n
x=|1 ¢ o | ebn= ? /:12 o 0
1 Xom o Xmm 0 0 .. A4

Da hipétese que |4;| < 1 para 2,3, ..., m, concluimos que

1 0 0
lim(D") = 0 0 0
00 .. 0
kq
Sejax~1 xo=k= k:Z . Podemos entdo escrever o vetor estacionario da seguinte forma:
ko
1 x12 10 01 [F1
e=lim(X-D"- X7 %) =X-lm(D") -k = ! \ [0 0 o k2
’ " 1 X - 00 0 k;n

1 0 .. 01 [k ky
O e N L L
1 0. 0l |k, k,

Como e é um vetor de probabilidades, seque que k; + k1 + -+ k; =1=2k,.m=1=k, ==

mparcelas

1/m
Logo, ¢ = | /™|,

1/m
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CONCLUSOES

As Cadeias de Markov constituem uma ferramenta interdisciplinar da Algebra Linear e da
Probabilidade, também com aplica¢des de conceitos de Analise Real, que podem modelar problemas em que
uma determinada variavel assume um namero finito de estados, como por exemplo, a intencdo de voto no
segundo turno, dia ap6s dia ao se aproximar do pleito, onde os estados possiveis sdo candidato A, B ou nenhum.
Caso seja possivel assumir que a transi¢do do estado atual para o estado no tempo seguinte (em tempo discreto),
é um processo aleatério no qual a probabilidade de transicdo em cada caso seja constante e dependa apenas do
estado anterior, o fendbmeno em questdo pode ser modelado por uma cadeia de Markov.

As matrizes de transi¢do, que contém as probabilidades de transi¢do para todos os estados, em alguns
contextos, podem conter linhas e colunas com nimeros positivos cuja soma é 1. Nesse caso, 0 Resultado 3 traz
uma consequéncia contra intuitiva: independente do estado inicial do sistema, ou seja, independente da
proporcédo (ou probabilidade) atribuida inicialmente a cada estado possivel, cumpridas as condi¢6es dadas, a
cadeia converge a longo prazo para um vetor cuja probabilidade é igual para cada um dos estados. No exemplo
dado acima, assumidas as condigdes, mesmo que a situacao inicial fosse de 1% para o candidato A, 90% para

. . . -~ . N ~ 1
o0 candidato B e 9% para nenhum dos dois, a longo prazo, as iteradas transi¢cdes levariam a proporgéo de 3=

339% para cada escolha.

Considerando o contexto e os resultados apresentados acima, conclui-se que o estudo introdutério das
Cadeias de Markov se apresenta como uma excelente oportunidade para desenvolver atividades de ensino e
aprendizagem que promovem a articulagio entre areas da Matematica, como a Algebra Linear e a
Probabilidade, e também a interdisciplinaridade e a contextualizacdo da disciplina por meio das aplicacfes em
diferentes areas do conhecimento.

As experiéncias obtidas durante o desenvolvimento deste trabalho contribuiram para o aprendizado de
um contetido ndo abordado no ensino superior e proporcionaram a oportunidade de producdo de contedido
matematico formal, visto que um dos objetivos da pesquisa foi identificar e preencher lacunas de resultados
subentendidos nos textos usados como referéncia.

Como continuacdo deste trabalho, outros resultados importantes para o auxilio no aprendizado deste
tema ainda serdo demonstrados e um texto didatico com a sistematizacdo sequencial de todos os topicos
desenvolvidos, conceitos enunciados e demonstrados ainda serd elaborado. Além disso, sera realizado um
levantamento de pequenos problemas ainda nao solucionados com a teoria de Cadeias de Marcov, porém que
apresentam caracteristicas necessarias para sua aplicacdo, passiveis de resolucdo desse modo e a solucdo de
um desses problemas sera desenvolvida.
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