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RESUMO: Apresenta-se neste trabalho uma introducdo ao célculo de ordem ndo-inteira ou calculo fraciondrio, em es-
pecial as formulacdes de Riemann-Liouville e de Caputo. Estas formulacdes foram utlizadas na obten¢@o de uma versao
fraciondria das equacdes hordrias do movimento uniformemente variado. Nesta aplicacdo, os resultados mostram que as
equagdes hordrias do movimento (tradicionais) podem ser obtidas como um caso limite do célculo fraciondrio, evidenci-
ando que este pode ser entendido como uma generalizagc@o do cdlculo de ordem inteira.
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ciondria; Movimento Uniformemente Variado.

INTRODUCAO

O célculo de ordem inteira ¢ um campo da matemaética que se dedica a estudar fendmenos relacionados a variagdes e
movimento, para isso utiliza-se duas operagdes: derivagdo e integragdo. “A ideia de integracdo teve origem em processos
somatoérios ligados ao célculo de certas areas e certos volumes e comprimentos. A diferenciagdo, criada bem mais tarde,
resultou de problemas sobre tangentes a curvas e de questdes sobre maximos e minimos”, Eves (2004).

O célculo de ordem inteira surgiu a partir da necessidade da resolu¢do de problemas praticos, que ndo obrigatoria-
mente estivessem ligados a matemadtica, no entanto, o Célculo Fraciondrio, por sua vez, surge a partir de um questiona-
mento feito em uma troca de correspondéncia entre Leibniz e 1’Hospital sobre uma generalizacdo da ordem da derivada.

Segundo Camargo e Oliveira (2015), a pergunta feita por 1’Hospital a Leibniz sobre uma possivel interpretacio a
derivada de ordem % de uma fungfo y(x) é considerada efetivamente o primeiro registro do célculo fraciondrio, ou
célculo de ordem arbitraria ou ainda célculo de ordem nao inteira.

Muito provavelmente um dos primeiros trabalhos no Brasil que faz referéncia ao termo derivada fraciondria tenha sido
Ricieri (1993). Embora nio tenha acontecido no Brasil nenhuma reunido cientifica dedicada exclusivamente a este tema,
de acordo com Camargo e Oliveira (2015), houve algumas reunides importantes realizadas em universidades brasileiras
que trataram sobre este tema, como o I Encontro Cientifico de Alunos de Pés-Graduagdo na UNICAMP em 2004.

Este trabalho tem como objetivo descrever o processo de construg@o das equacdes hordrias do movimento através da
formulagao fraciondria segundo as definicdes de Riemann-Liouville e de Caputo, ilustrando que nos casos limites estas
formulagdes coincidem com o célculo de ordem inteira, com base no trabalho de Boni (2017), que discute as funcdes de
posic¢do, velocidade e aceleragdo de uma particula sob o ponto de vista do calculo fracionario.

FUNDAMENTACAO TEORICA
A integral de ordem n, com n € N, de uma fungio integravel f(z), pode ser definida como o produto de convolugdo
de Laplace entre f(x) e a funcdo de Gel’fand Shilov de ordem n, através do teorema abaixo.
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Definicao: Funcao Gel’fand Shilov
Sejam n € N e v € R. Define-se a fun¢do Gel’fand Shilov, nos casos inteiro e real, respectivamente como

tufl

o >0 t>0
() = et st e L) =Ty set=0, 1
9n(t) { 0 set <0 9u(t) 0 set <0 S
onde I'(v) é a fungdo gama, a generaliza¢do da fungéo fatorial.
Teorema: Integral de ordem n
Sejamn € Net € Ry e f(t) uma funcdo integravel, entdo
n ! ¢ (t — T)n_l
I"f(t) = on(t) * f(t) = [ onlt —7)f(T)dT = Wf(t)dT- (2)
0 0 '

O conceito de integral de ordem inteira pode ser generalizado para um nimero v € R e, com isso, obter a defini¢ao
de integral fraciondria de ordem v, Camargo (2014).

Definicao: Integral de ordem v
Seja f(t) uma fung¢do integravel. A integral de ordem v de f(¢t) é definida e denotada por

1Y £(1) = 6, (1) = £(2) = / (tr(y)f(T)dT. (3)

Samko, Kilbas e Marichev (1993), partindo das Equagdes (2) e (3), apresentam as definicdes de integrais fraciondrias
no sentido de Riemann-Liovuille em intervalos finitos e suas variacdes, definindo ainda a classe de fun¢des onde estas sao
aplicaveis, bem como algumas de suas propriedades em espagos de fungdes continuas e continuas por partes.

Integrais fracionarias de Riemann-Liouville
Seja Y = [a,b] um intervalo finito em R. As integrais de ordem arbitrdrias de Riemann-Liouville & esquerda e a
direita de ordem « € C, onde Re(a) > 0, denotadas respectivamente por (15, f)(x) e (I f)(x), sdo definidas por

E N = | o e>a (@)
) N 1 fde
()@ =ty / Goa e<b (5)

Derivadas fracionarias

Existem diferentes formulagdes para as derivadas fraciondrias, sendo as mais conhecidas as formulagdes de Riemann-
Liouville, de Caputo e a de Griinwald-Letnikov. Outras defini¢des podem ser encontradas em Samko, Kilbas e Marichev
(1993).

Diferente da derivada de ordem inteira que, por sua vez, possui interpretacio tanto geométrica quanto fisica, para a
derivada fraciondria ndo ha ainda um consenso a respeito de sua interpretagdo, porém existem tentativas de conceber uma
interpretacdo para ela, tal como a proposta por Lorenzo e Hartley (1998) segundo a formulacao de Griinwald-Letnikov.

Nesse trabalho serdo abordadas apenas as formulagdes de Riemann-Liouville e de Caputo para o estudo das fungdes
horérias do movimento.

Derivada Fracionaria de Riemann-Liouville

As derivadas fraciondrias de ordem e € C, onde Re(«) > 0, de Riemann-Liouville em um intervalo finito, de acordo
com Camargo (2014), tem sua defini¢do baseada no fato de a derivada ser, no célculo de ordem inteira, a operagdo inversa
da integracdo. Dessa forma, definimos

i) = o (o) [ A ©)

o 1 d\" [* y)dt
P00 = g (i) [ e "
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onde n = [Re(a)] + 1. As derivadas acima sdo denominadas derivadas a esquerda e a direita, respectivamente.
Com isso, temos que as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville sdo derivadas de ordem inteiras de integrais de
ordem arbitrarias.

Derivada Fracionaria de Caputo

A formulacdo de Riemann-Liouville para a derivada fraciondria tem como consequéncia o fato de que a derivada de
uma funcdo constante nem sempre € 0. De modo a preservar esse resultado do cdlculo de ordem inteira, Caputo propde a
seguinte formulacdo para a derivada fraciondria.

Sejam Re(a) > 0,n = [Re(a)] + 1 quando « ¢ N e o = n quando « € N, entdo as derivadas no sentido de Caputo
sdo dadas por

—_1)" b (n)
D) @)= s | G = (UMD ) w) ®
¢ _1\n b (n)
(D8 0) (@) = s || e = (D ) Q
METODOLOGIA

O desenvolvimento deste trabalho teve inicio com uma pesquisa bibliografica a respeito das diferentes formulagdes
de integrais e derivadas fraciondrias, isto é, foi desenvolvido a partir de material ja elaborado, constituido principalmente
de livros didéticos, artigos cientificos, bem como dissertacdo de mestrado e tese de doutorado. A pesquisa focou-se
principalmente nas formulacdes de Riemann-Liouville e de Caputo que foram majoritariamente estudadas com base em
Camargo e Oliveira (2015), Camargo (2014) e Samko, Kilbas e Marichev (1993). Em seguida abordou-se a aplicagao
destas formulagdes em outras dreas como a fisica, mais precisamente ao estudo das equagdes hordrias do movimento
uniformemente variado na mecénica cldssica, com base no trabalho de Boni (2017). Além disso, procurou-se ilustrar
e preservar os aspectos fisicos dos problemas que envolvem as referidas equacdes hordrias de movimento bem como
explicitar as caracteristicas das formulac¢des fraciondrias para uma ordem especifica.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Na Mecénica Classica, conforme Nussenzveig (2002), um movimento € dito uniformemente variado quando sua
aceleracdo é constante, isto é, independe do tempo: a(t) = a.

Deste modo, para determinar as equagdes horarias do movimento faz-se necessario dispor de condi¢des iniciais para
a velocidade e posigdo, v(tg) = vg e s(tg) = so, respectivamente.

Diante destas condig¢des iniciais, o Cdlculo de ordem inteira permite que as fungdes v(t) e s(t) sejam determinadas a
partir da integracdo da aceleracdo:

v(t) =vo +at (10)

t2
s(t) = so + vot + % (11)

Analogamente, é possivel também determinar v(t) e a(t) diferenciando s(t), uma vez que a velocidade é a derivada
de primeira ordem da posi¢ao, enquanto a aceleracdo € a derivada de segunda ordem.

As equagdes hordrias do movimento também podem ser obtidas através cdlculo fracionario considerando a formulagao

de Riemann-Liouville. Para tal formulagdo, em relagdo a derivada fraciondria da fungio s(t) e calculando-a no intervalo
de [0, t], obtém-se

(D&s)(t)zM((i) /O‘de, n = [Re(a)] + 1. (12)

Como n = 1 a Equagdo (12) pode ser reescrita na forma:

o _ 1 d boos b t %
(Do_i_S)(t)—ma L/(; ﬁdﬂ?‘F\/{)\ (t_OT)ad.T—F/O (t—l‘)o‘dx‘| . (13)
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Para a primeira e segunda integrais da Equacdo (13) tem-se, por uma substitui¢do de varidvel © =t — x:

[t [958

t—x)™ 11—« -«

/Ot %dx . (— /to utadu+/t0u1_adu> _ % (15)

No entanto, por meio de uma integrag@o por partes, a terceira integral da Equacdo (13) é dada por

t 2 3—«
a T at
— ——dz = . 16
3] S e e (16)
Retornando a Equacdo (13), obtém-se que

o 1 d [sett™ vot> at®~*
(D0+5)(t): I‘(l—a)a {(10_0[) (1-24)(2—04) T (1—a)(2—a)(3—0z) 17
Sotia ,Uotlfa atQ*Oé ( )

“Tl-a) 'Te-a) "TB=a)

Nota-se que quando @ = 0 a Equagdo (17) retorna para a func¢io hordria do espaco descrita em (11). Além disso,
quando « tende a 1 a primeira parcela da Equagéo (17) tende a zero e recupera-se o caso inteiro, isto €, a fung@o hordaria
da velocidade descrita em (10).

Utilizando agora o operador (CD(O)‘ +) , segundo a formulagéio de Caputo, na fungéo s(t) decorre que:

,Uotl—a at?—a
dx = . 18
(t B m)aflJrl z F(Q _ a) + F(3 _ a) ( )

2 [/
1 t (so + vox + %)
C na 2
D t) =
( 0+8) ( ) F(l . a) /0
Na Equacio (18), considerando o = 0 recupera-se a func@o hordria do espaco a menos da constante s e, além disso,
quando o = 1 tem-se exatamente a funcdo hordria da velocidade.
Ainda fazendo uso do operador (CD6’+) a derivada de ordem o, com 1 < a < 2, da fung@o horéria do espaco € dada
por

t az?\" 2—a

(©Dg,s) () = —— / (50 Fvort%57) 4o G077 (19)
2-a))y (t—z)*?" I3 —a)

Analogamente ao caso anterior, € possivel notar que quando @ = 1 a Equacdo (19) recupera a funcao hordria da
velocidade, a menos da constante da constante vg, € para o = 2 tem-se exatamente a fun¢ao hordria da aceleracio.

As equagdes hordrias do movimento também podem ser obtidas através da integracdo, onde a equagdo horaria da
velocidade € a integral da aceleracao e a equagao hordria do espaco € a integral da velocidade.

De modo andlogo € possivel aplicar as defini¢cdes de derivadas fraciondrias e obter as equagdes horarias do movimento
fraciondrias, como feito em Boni (2017) através da formulagdo de Riemann-Liouville, que recupera as equacdes hordrias
do espaco, a menos da constante sg, e da velocidade, a menos da constante vg.

Representacio grafica das equacoes horarias do movimento para os casos fracionarios

A Figura 1 ilustra o comportamento da funcao apresentado na Equacdo (18) para diferentes valores de «, entre 0 e 1
et > 0, representando diferentes ordens para a derivada fraciondria. Em (18) as constantes sdo vp = —5ea = 1.
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a=0,9
——a=1

Figura 1: Gréfico da equacao (18) para alguns valores de .

E possivel notar, ainda na Figura 1, que essas curvas apresentam a mesma concavidade da pardbola obtida quando
a = 0. Além disso, observa-se que o vértice da pardbola se desloca em dire¢do a origem da semi-reta, isto €, as curvas
intermedidrias tém pontos criticos que se aproximam da origem da semi-reta quando a ordem « se aproxima de 1. Por
isso, tal como comentado por Boni (2017), pode-se dizer que tratam-se de curvas semelhantes a pardbola, mas com eixo
de simetria distorcido e que, conforme « se aproxima de 1, elas se aproximam da reta que descreve a Equagdo (10).

CONCLUSOES

O célculo fraciondrio tem grande aplicabilidade em diversas dreas, como por exemplo no estudo do Sistema de Lotka-
Volterra, na Equacdo do Telégrafo e na Equacdo Langevin, que podem ser encontradas em Camargo (2014). Como as
equagdes hordrias do movimento sdo demasiadamente estudadas no calculo de ordem inteira € de se esperar que o cdlculo
fraciondrio possa revelar algumas caracteristicas dos movimentos descritos por essas equacgdes.

Ap6s a discussdo pode-se perceber diferencas entre os resultados obtidos com as formulagdes de Caputo e Riemann-
Liouville. Com a formulagdo de Riemann-Liouville, foi possivel obter as equag¢des horarias para o espaco e para a
velocidade, enquanto para a aceleracdo o mesmo nao ocorre. J4 com a formulag¢do de Caputo, as equacdes do espago, ve-
locidade e aceleracdo sao recuperadas, exceto pelo fato de que € possivel em alguns casos as equacdes serem equivalentes
as originais a menos de uma constante.
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