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RESUMO: Neste artigo, apresentamos os resultados de uma pesquisa realizada com licenciandos em Matematica em
uma instituicdo publica de ensino do Estado de S&o Paulo para identificar os conhecimentos que os participantes tém
sobre fungdes e suas multiplas representacdes, antes e apds estes serem submetidos a experiéncias de formacdo nas
disciplinas no curso de licenciatura do qual participam. Na primeira fase, aplicamos um questionério para os 42
ingressantes e classificamos os principais erros cometidos; dois semestres depois, aplicamos um novo questionario para
19 remanescentes, e voltamos a classificar os principais erros. Os resultados apontam que apds terem cursado
disciplinas que tratam sobre fungdes, os participantes apresentaram uma melhora no seu desempenho quando
questionados sobre a identificacdo do dominio e da imagem de uma funcdo em sua representagéo gréfica.

PALAVRAS-CHAVE: Aspectos algoritmicos, intuitivos e formais; Analise de Erros; Funcdes; Educacdo Matematica.

INTRODUCAO

Este artigo apresenta resultados de um projeto de pesquisa que tem por objetivo verificar as
dificuldades de estudantes ingressantes no curso de Licenciatura em Matematica com relacdo ao conceito e
as multiplas representacdes de funcdo e avaliar se essas dificuldades sdo sanadas ao longo da formacdo
matematica no Ensino Superior.

As orientacOes oficiais reiteram a importancia do estudo de fungfes na formagdo matematica de
estudantes do ensino basico, que é citado pela primeira vez no curriculo de Matematica do estado de Séo
Paulo (2011) no 9° ano do Ensino Fundamental e aponta como essencial o entendimento de fun¢do como
“(...) a relagdo de interdependéncia entre grandezas” (SAO PAULO, 2012, p. 63). No Ensino Médio, novos
tipos de fungdes sdo trabalhados e ao final do terceiro ano os estudantes devem “(...) saber usar de modo
sistematico as funcdes para caracterizar relagfes de interdependéncia, reconhecendo as func@es de 1° e de 2°
graus, seno, cosseno, tangente, exponencial e logaritmica, com suas propriedades caracteristicas” (SAO
PAULO, 2012, p. 63).

Além disso, durante sua formagio, os estudantes devem “ter autonomia para interpretar um grafico e
reconhecé-lo em situagBes diversas pois a compreensdo de um conceito matematico em geral estd
relacionada a capacidade do aluno em migrar de uma forma de representacdo matematica para a outra”
(MENEGHETTI; RODRIGUEZ; POFFFAL, 2017, p. 166).

Apesar de ser um tema central no estudo da Matematica, ha alguns anos pesquisadores vém
apontando para o fato de que, na realidade, apenas uma pequena parcela dos alunos tem completa
compreensao sobre funcdes e os conceitos envolvidos em suas maltiplas representacdes ao final de sua
formacédo basica. Por exemplo, como constatado por Vinner e Dreyfus (1989), ainda na década de 80, em
média, apenas 40% dos estudantes do Ensino Médio conseguiram identificar os elementos que compunham
uma funcdo em sua representacéo grafica.



Faour (2020) realizou uma pesquisa com 465 estudantes do segundo grau de escolas publicas de
Beirute, no Libano, acerca das fungdes e suas multiplas representacdes e com isso concluiu que, por
exemplo, apenas 29% deles entendia o conceito de dominio e imagem.

A fim de colaborar com essa discussdo e buscando avaliar como a formacdo dos futuros professores
de Matematica influencia no processo de aprendizagem de func¢des, no inicio de 2019 aplicamos um
guestionario sobre este tema para ingressantes em um curso de licenciatura em Matemética e, ap0s 0s
participantes terem passado, durante dois semestres letivos, por disciplinas como Fundamentos de
Matematica 1, Fundamentos de Matematica 2, Fundamentos de Geometria Analitica e Introducdo a Logica
Matematica, nas quais as funcdes sdo estudadas, aplicamos um novo questionario, no inicio de 2020,
tratando sobre 0 mesmo assunto, com intuito de verificar quais das dificuldades identificadas anteriormente
foram, ou néo, superadas.

As analises dos questionarios seguiram a analise de erros proposta por Cury (2007) e os erros de
cada questdo foram catalogados e tabulados. A analise dos protocolos é baseada na interacdo de aspectos
algoritmicos, intuitivos e formais colocados por Fischbein (1994).

Os questionarios aplicados contém, respectivamente, seis e quatro questdes que tratam de conceitos e
ideias sobre fungdes e suas diferentes representacdes. Neste artigo, relatamos as analises e comparagdes entre
uma questdo, presente nos dois questionarios, que apresenta um grafico de funcdo e que os participantes
tiveram de encontrar raizes, pontos de maximo e minimo e conjuntos dominio e imagem.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Fischbein (1994) argumenta sobre a necessidade de observarmos se h& ou ndo a interacdo de
aspectos formais, algoritmicos e intuitivos num sujeito em atividade matematica. Segundo ele, isto significa
olhar a Matemética como um processo criativo, uma atividade humana, que envolve momentos de “(...)
iluminacdo, hesitacdo, aceitacdo e refutacdo” (FISCHBEIN, 1994, p. 231). Partindo dessa premissa,
entendemos que a interacdo desses trés aspectos deve guiar nossas escolhas e praticas, se desejamos que
nossos estudantes sejam capazes de produzir afirmagGes e provas matematicas e de avaliar, formal e
intuitivamente, a validade dessas producdes.

O aspecto formal refere-se a axiomas, defini¢ces, teoremas e demonstra¢des e Fischbein reitera que
“(...) ttm de penetrar como um componente ativo do processo de raciocinio. Devem ser inventados ou
aprendidos, organizados, checados e usados ativamente pelo estudante” (FISCHBEIN, 1994, p. 232), uma
vez que compdem o nucleo da Matematica e precisam ser considerados no processo de criagdo nessa ciéncia.
Aponta ainda que o pensamento proposicional e as construcdes hipotético-dedutivas ndo sdo adquiridos
espontaneamente pelos sujeitos e que sé um adequado processo de ensino pode promover essa aquisi¢cao. No
que se referem as funcdes, se trata de compreender o conceito de funcéo e saber identificar cada um de seus
elementos.

O aspecto algoritmico corresponde as técnicas e procedimentos de resolucdo, que tém carater
fundamental nos processos de entendimento e de criagdo matematica, pois s6 0 conhecimento das estruturas
formais ndo é suficiente para conferir a habilidade de resolver problemas. Segundo Fischbein (1994, p. 232),
“(...) Esta profunda simbiose entre significado e habilidades ¢ uma condigdo basica para o produtivo e
eficiente raciocinio matematico”. Nas fungdes, 0 aspecto algoritmico aparece enquanto o estudante utiliza
técnicas algébricas para encontrar por exemplo, as raizes de uma fungéo.

O aspecto intuitivo diz respeito a uma intui¢do cognitiva, um entendimento intuitivo, uma solugéo
intuitiva, ou seja, 0 que um sujeito considera auto evidente e ndo vé necessidade de prova ou justificativa
(FISCHBEIN, 1994), como afirmag¢des do tipo ‘A parte € menor que o todo’ ou ‘Multiplicar um nimero por
outro sempre o torna maior’ ou ainda ‘resolver uma inequacdo como se fosse uma equacdo’. Esse
conhecimento intuitivo exerce um papel coercitivo no raciocinio, definindo caminhos e estratégias para a
resolucdo de problemas que, se estiverem de acordo com verdades logicamente justificaveis, podem facilitar
0 processo; caso contrario, podem configurar dificuldades e conduzir a contradi¢bes e equivocos, como 0s
destacados nesse paragrafo.

Sobre a interacdo de aspectos algoritmicos, intuitivos e formais, Fischbein (1994) defende que a
capacidade de processar uma informacéo ndo é controlada somente pelas estruturas l6gicas, mas também por
modelos intuitivos, que agem de maneira implicita, colocando restricdes e definindo caminhos. E a
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influéncia desses modelos no pensamento matematico € mais importante e decisiva do que se acredita e
permanece agindo, mesmo apés as estruturas formais do raciocinio estarem desenvolvidas.

Essas sdo as ideias tedricas que embasam nossas andlises. No que segue, apresentamos 0S
procedimentos metodoldgicos utilizados na pesquisa.

METODOLOGIA

Para atingir nossos objetivos, no inicio de 2019, um questionario contendo uma questdo sobre
grafico de funcdo, com perguntas referentes aos seus elementos, foi aplicado para 42 ingressantes em um
curso de Licenciatura em Matematica de uma instituicdo publica do Estado de S&o Paulo. Dois semestres
depois, no inicio de 2020, foi aplicado, para 19 participantes remanescentes da aplicacao inicial, um novo
guestionario, com uma nova questdo sobre gréafico de funcdo, nos mesmos moldes da questdo do 1°
questionario.

Em ambas as situacdes, os questionarios foram respondidos individualmente, com dura¢do maxima
de uma hora e meia, no campus em que 0s participantes estudam e no horario de aula das disciplinas. Néao foi
permitido nenhum tipo de consulta a materiais externos e os pesquisadores ndo forneceram nenhuma
informacdo adicional, além daquelas constantes nos enunciados das questdes propostas. Antes de
responderem as questdes, todos 0s participantes assinaram o Termo de Consentimento Livre e Esclarecido
(TCLE) e, nas analises dos dados coletados, sdo tratados por apelidos de modo a garantir o anonimato. Apés
a aplicacdo de cada um dos questionarios foi realizada uma avaliagdo das respostas dadas pelos participantes,
acompanhada de uma Andlise de Erros proposta por Cury (2007). Este procedimento metodoldgico esta
baseado em uma anélise de conteudo, que visa identificar classes de erros que sdo recorrentes nas resolucdes
de problemas. Por fim, foi elaborado um quadro que apresenta as frequéncias percentuais em que cada tipo
de erro identificado ocorreu.

RESULTADOS E DISCUSSAO
Apresentamos abaixo as questdes propostas no 1° e 2° questiondrios, destacamos seus objetivos e
analisamos as respostas dadas pelos participantes.

Questao do 1° questionario - Considere a fun¢do representada no grafico a seguir.
id DE’l'rF‘F'H'H;HE’.'

O dominio de f.

A imagem de f

O maximo e o minimo de /.

Os intervalos em que f'é decrescente.

(s intervalos em que f'¢ crescente.

Os tervalos em que fé constante,

O valor de f-1) e f(3).

As raizes (ou zeros) de f.

Fonte: Arquivo pessoal.

h}(
FRMme on o

Nosso objetivo com essa questdo foi avaliar se os participantes inter-relacionariam aspectos
intuitivos, algoritmicos e formais na identificacdo dos conceitos de dominio, imagem, minimos e maximos,
intervalos onde a funcdo é crescente ou decrescente, imagem de um ponto e raizes em uma representacao
gréfica de funcéo.

A Figura 1 destaca a resposta de Bia, uma das estudantes que acertou todos os itens propostos.
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a) Odominiode f. - &) Osintervalos em que f € crescente.

t}f—'{-‘]:{‘i&ﬂ\—éi"ﬁ-éﬁp L L S e ey
‘b) Alimagem de f. ' : fi Os imer;'ilu-um que f é.p:mstante.
T ()= fgeRN 22060  oswsa
¢} O médximo e n'mrniljrm de f N _- g} Ovalor de.f{— 1) e f(3).
Aroctino (£)= 3 ;rniﬂuﬁd_tﬂ:'a. FEN=0 ¢ f(3n=4
d) Os Iintervak-:}s em tiuej" & decrescente. hi As ra[:e.s {4.2".! zeros) de f.
L2~ €3 . il -4 ¢ P '

Figura 1. Respostas de Bia para os itens da questéo do 10 questionario
Fonte: Dados da pesquisa.

A seguir destacamos a questdo presente no 2° questionario.

Questdo do 2° questionério - Considere a funcao f representada no gréafico a seguir.
1. Determine:

O dominio de f.

A imagem de f

O maximo e o mimmo de [

Os intervalos em que fé decrescente.

Os intervalos em que f'é crescente.

O valor de f'(-1), f(0), f(1), f(4).
Fonte: Arquivo pessoal.

meao o

O estudante Leonardo (Figura 2. Resposta de Leonardo para os itens da questdo do 2° questionario.)
apresentou respostas que sdo consideradas corretas. Outros 8 participantes também acertaram a questéo.

a) O dominio de f. d) Os intervalos em que f ¢ decrescente.
b= [2,49] (¢ diturants 7€ imriets %7 (5,07 U [2,9)

¢) Os intervalos em que f é crescente.

b] Aimagemde f
dll * oA elr zl-z,0J v, ]
Tw-{.” H l -1,2 ] ‘} 4 Lot Vi - A W [ ] j L ]

f) O valorde f(~1),£(0), f(1) e f(4).
¢) O méximo e o minimo de f.
il L [o}z) . {2;2,1 M (~1,-?_) fCtuzo0
ftor= 2 Jlaj= 0
Figura 2. Resposta de Leonardo para os itens da questao do 2° questionario.
Fonte: Dados da pesquisa

.f('j' =0

No Quadro 1, apresentamos uma classificacdo dos erros das respostas consideradas incorretas em
ambos 0s questionarios e, em seguida, exemplificamos e discutimos cada um dos erros identificados.
Ressaltamos que uma mesma resposta pode ser enquadrada em mais de uma classe de erro e, por isso, a
soma dos percentuais das classes ndo totaliza 100%.

Quadro 1. Classificagdo dos erros encontrados
Fonte: Elaborado pelos autores

% de ocorréncia
Categorias de erros 1° Questionario 2° Questionario
F1 | Representar incorretamente um intervalo numeérico 55% 16%
F2 | Representar um intervalo errado 52% 26%
F3 | Nao identificar corretamente as imagens de elementos 38% 21%
F4 | Em branco 24% 32%
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A categoria de erros F1, Representar incorretamente um intervalo numérico, abrange as respostas
nas quais os estudantes ndo apresentaram a notacao correta de intervalo numérico. A Figura 3. Respostas de
Leonardo para os itens e do 1° e 2°questionarios apresenta as respostas de Leonardo no 1° e 2° questionarios,
respectivamente. Podemos verificar que no 1° questionario Leonardo ndo soube identificar e representar
corretamente o intervalo de crescimento da funcdo; contudo, a resposta correta para 0 2° questionario indica
gue este participante foi capaz de inter-relacionar aspectos algoritmicos-intuitivos relacionados a
interpretacdo grafica com aspectos formais associados ao crescimento de fungdes. Além disso, apesar de usar
indevidamente o simbolo de unido, apresenta uma notacdo de intervalo correta, perspectiva que reitera uma
melhor compreensdo de aspectos formais. Vale citar também que este item apresentou uma melhora
significativa nas suas ocorréncias, caindo de 55% para 16%.

e) Osintérvalos em que f é crescente.

Lo ot wan G372 (259, (3p) (0,4)

€) Os intervalos em que f é crescente.

L} 'y .(_M\.u,\_-‘:,. iy ranTAavels WS f'ZJO‘J Y f",?.']

Figura 3. Respostas de Leonardo para os itens e do 1° e 2°questionarios
Fonte: Dados da pesquisa.

A categoria de erros F2, Representar um intervalo errado, agrupa respostas que ndo apresentaram o
intervalo esperado. A Figura 4. Respostas de Laura para os itens a e b dos 1° e 2° questionarios mostra a
resposta de Laura no 1° e 2° questionarios, respectivamente. Apesar de usar uma notacdo adequada,
utilizando os colchetes, Laura ndo apresentou intervalos corretos para o0 dominio e imagem 1° questionario.
No 2° questionario, no entanto, a estudante conseguiu articular aspectos formais, algoritmicos e intuitivos
para, além de apresentar a notacao correta, também identificar corretamente o dominio e a imagem da fungéo
proposta. Este tipo de erro apresentou uma reducgéo de 52% para 26% de ocorréncia de um ano para o outro,
mostrando que os participantes melhoraram suas habilidades relacionadas ao tema durante esse periodo.

a) O dominio de f.' " b) Aim'ag?m de f.

a) Odominiode f. b) A imagem de f.

-2, 4] [-2,2]

Figura 4. Respostas de Laura para os itens a e b dos 1° e 2° questionarios
Fonte: Dados da pesquisa.

A categoria de erros F3, Ndo identificar corretamente as imagens dos elementos, agrupa respostas
em gue os estudantes ndo tiveram éxito ao encontrar as imagens correspondentes aos elementos pedidos no
enunciado. A Figura 5. Resposta de Jodo no 1° questionario e de Giovana no 2° questionario mostra as
respostas de Jodo para o item g do 1° questionario e Giovana para o item f do 2° questionario,
respectivamente. Nessa categoria nenhum estudante apresentou melhora em seu desempenho no 2°
questionario. Apesar disso, a diminuicdo no percentual de erros dessa categoria, de 38% para 21%, indica, de
maneira geral, uma evolucdo dos participantes na interacdo entre aspectos intuitivos e formais relacionados a
identificagdo da imagem de elementos de uma funcéo.

@1)'&1“(3)--

) O valor de f(~1), £(0), £(1) e f(4).
lens= 4,5 [ =6¢
fo = 7 o=

Figura 5. Resposta de Jodo no 1° questionario e de Giovana no 2° questionario

g) Ovalordef
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Fonte: Dados da pesquisa.

Por fim, cumpre destacar a categoria F4, Em branco; enquanto no 1° questionario 24% dos
estudantes ndo se habilitou a dar uma resposta, apds dois semestres de estudos em Matematica, 32% dos
participantes decidiu ndo dar nenhuma resposta. Nessa categoria entraram apenas as respostas dos estudantes
gue deixaram a questdo completamente em branco, ndo respondendo nenhum dos itens, isso pode ser
causado, possivelmente, por um receio dos alunos em dar a resposta errada. Embora no 2° questionario o
namero de questdes em branco tenha aumentado, as diminui¢cGes dos percentuais das demais categorias
indicam um impacto positivo do processo de formagdo no entendimento dos participantes sobre conceitos
relacionados as funcdes.

CONCLUSOES

Com essa pesquisa fomos capazes de verificar se 0s estudantes possuem os conhecimentos acerca de
fungdes e suas mdltiplas representacGes apresentados por MENEGHETTI, RODRIGUEZ e POFFFAL
(2017) como essenciais. Assim como destacado por Vinner e Dreyfus (1989) e Faour (2020), os participantes
da nossa pesquisa, apesar de serem futuros professores de Matematica que ja passaram por um ano de
formac&o superior, também apresentaram dificuldades ao tentar identificar elementos de uma fungdo. O tema
é central no estudo da Matematica e esta reiterado nas orientacdes oficiais (SAO PAULO, 2011) e por isso,
essas dificuldades podem significar que quando estudaram esse tema, os participantes ndo tiveram a devida
compreensao sobre ele.

Finalmente, apds a analise do 2° questionario, ainda que os estudantes continuem apresentando
dificuldades, pode-se notar que houve uma melhora nos percentuais de apari¢do dos erros encontrados no 1°
questionario, conforme destacado no Quadro 1, isso pode indicar que ao terem revisitado o tema de fungdes
durante a sua formacdo Matematica superior, 0s estudantes apresentaram uma maior capacidade de inter-
relacionar aspectos formais, algoritmicos e intuitivos durante a elaboracéo de suas respostas.
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