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RESUMO: Este trabalho apresenta o estudo numérico para a obtenção de soluções numéricas das Equações 

Diferenciais Fracionárias (EDF) através da discretização da derivada fracionária segundo a formulação de 

Grünwald-Letnikov (GL). Nesta formulação as condições iniciais dos Problemas de Valores Iniciais 

Fracionários (PVIF) são todas nulas. Também são apresentadas soluções analíticas, quando possível, para 

a comparação com as soluções numéricas. 

 

PALAVRAS-CHAVE: derivada fracionária; formulação Grünwald-Letnikov; função Mittag-Leffler; 

métodos numéricos; problema de valor inicial fracionário. 

 

INTRODUÇÃO 

O cálculo fracionário é um tópico da Matemática que vem sendo estudado há mais de 300 anos. Ele 

é entendido como a generalização das operações de integração e derivação para ordens não-inteiras 

(arbitrárias). Ross (1975) argumenta que o cálculo fracionário tem sua origem ligada a uma troca de 

correspondências entre Leibniz e L’Hospital, na qual Leibniz questiona uma possível generalização da 

ordem da derivada. Ainda nesta correspondência, L’Hospital pergunta a Leibniz sobre a derivada de ordem 
1

2
. Ao passo que Leibniz, em 1695, responde que isso levará a um paradoxo que trará consequências 

frutíferas.  

Desde então, nos últimos 300 anos, diversos matemáticos têm contribuído com o desenvolvimento 

desta área, como Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Abel, Grünwald, Letnikov, Leibniz entre outros. 

Atualmente o cálculo fracionário tem sido utilizado como ferramenta para solução de problemas 

aplicados em áreas da ciência, como a Física, a Biologia, a Engenharia, entre outras, como visto em 

Podlubny (1999).  O resultado destes trabalhos pode ser resumido no estudo das chamadas as Equações 

Diferenciais Fracionárias (EDF) e a busca por métodos e teorias que sustentem a existência de suas soluções 

tem sido uma área de estudo bastante fértil.  

Além disso, a busca por soluções numéricas também tem ganhado destaque conforme apontam os 

trabalhos de Petras (2011), Li et al (2011), Dimitrov (2014), Dimitrov (2018) e Dimitrov et al (2018). 

Diante do exposto esse trabalho tem como objetivo descrever os procedimentos envolvidos na 

implementação numérica das soluções EDF’s, bem como descrever o processo de obtenção dessas soluções. 

Para isto, inicialmente é apresentada a fundamentação teórica responsável por direcionar e definir os 

principais resultados acerca do cálculo fracionário e da implementação numérica de EDF’s. A seguir tem-

se a metodologia adotada para o desenvolvimento dos objetivos do trabalho. Na sequência são apresentados 

e discutidos os resultados do processo de implementação numérica dos problemas selecionados, finalizando 

com as conclusões e perspectivas futuras. 

 

FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA 
Nesta seção são apresentados os conceitos e definições essenciais bem como a teoria do cálculo 

fracionário necessária para a resolução das EDF’s, com referência nos trabalhos de Camargo e Oliveira 

(2015), Podlubny (1999), Samko e Kilbas (1993), Dimitrov (2018) e Petras (2011). 

 

mailto:maarcelinhujr@gmail.com


Edição 2020 ISSN: 2526-6772 

Função Gama 

A função gama segundo Petras (2011) é a função mais importante dentre as usadas no cálculo 

fracionário, ela é vista como a generalização da função fatorial, e é definida através da equação (1): 

Para o caso particular de 𝑛 ∈ ℕ, é possível observar que Γ(𝑛 + 1) = 𝑛Γ(𝑛) e Γ(1) = 1 demonstrando que: 

Funções de Mittag-Leffler 

Outras funções de grande importância para o cálculo fracionário são as funções de Mittag-Leffler, 

conhecidas como a generalização da função exponencial. Estas funções são de grande importância, pois as 

soluções das Equações Diferenciais de Ordem Inteira podem ser expressas em termos da função 

exponencial, e as EDF’s terão suas soluções expressas em termos da função de Mittag-Leffler.  

As funções de Mittag-Leffler são definidas em função do número de parâmetros que possuem e, 

para o escopo deste trabalho será utilizada apenas a função de Mittag-Leffler de dois parâmetros definida 

por: 

tais que os parâmetros 𝛼 e 𝛽 são valores complexos cujas partes reais são não-negativas e 𝑧 ∈ ℂ. 

Para o caso particular 𝛽 = 1 tem-se a função de Mittag-Leffler de um parâmetro 

e, no caso restrito, para 𝛼 = 1 e 𝛽 = 1 tem-se a função exponencial, ou seja 

Miller e Ross (1993) apresentam outra importante função utilizada na obtenção das soluções das 

EDF’s. Esta função é um caso particular da função de Mittag-Leffler e é definida por:   

Derivadas Fracionárias 

O cálculo fracionário apresenta diferentes formulações para as operações de integração e derivação 

para uma ordem arbitrária. Dentre as diferentes formulações para os operadores de derivação destacam-se 

as formulações de Grünwald-Letnikov (GL), Rieman-Liouville (RL) e Caputo. Porém, existem outras 

formulações, como as de Liovuille, Riesz, Weyl, Marchaud, Hilfer, Katugampola, entre outras. Este 

trabalho usará principalmente a formulação de GL, pelo fato de que para uma grande classe de funções 

essas três formulações (GL, RL e Caputo) são equivalentes sob algumas condições.   

A derivada fracionária de GL é dada por 

Para obtenção das soluções de Equações Diferenciais de Ordem inteira e para EDF’s, uma técnica 

muito eficiente é a Transformada de Laplace. Porém nas EDF’s a transformada é mais efetiva em equações 

relativamente simples, por conta da dificuldade no cálculo de sua transformada inversa. Esse problema 

pode ser solucionado pela aplicação de algoritmos que implementem numericamente a inversa da 

Transformada de Laplace, conforme descrito em Sheng et.al (2011). 

A transformada de Laplace para a função 𝜀, equação (6), que será utilizada adiante é dada pela 

equação (8): 

METODOLOGIA 

Após a realização de uma pesquisa bibliográfica sobre a teoria do cálculo fracionário, ou seja, sobre 

diferentes formulações de derivadas e integrais fracionárias em um projeto de iniciação cientifica, surgiu o 

interesse de continuar a pesquisa, com um olhar para o aspecto numérico do cálculo fracionário. Assim 

Γ(𝑛) = ∫ 𝑡𝑛−1
∞

0

𝑒−𝑡𝑑𝑡. (1) 

 

 

 

Γ(𝑛) = (𝑛 − 1)! . (2) 

𝐸𝛼,𝛽(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 𝛽)
,

∞

𝑘=0

 (3) 

𝐸𝛼,1(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(𝛼𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

= 𝐸𝛼(𝑧), (4) 

𝐸1,1(𝑧) = ∑
𝑧𝑘

Γ(𝑘 + 1)

∞

𝑘=0

= ∑
𝑧𝑘

𝑘!

∞

𝑘=0

= 𝑒𝑧 . (5) 

𝜀𝑘(𝑡, 𝜆; 𝜇, 𝑣) = 𝑡𝜇𝑘+𝑣−1𝐸𝜇,𝑣
(𝑘)(𝜆𝑡𝜇). (6) 

𝐷𝑡
𝛼

𝑎 𝑓(𝑡) = lim
ℎ→0

ℎ−𝛼 ∑ (−1)𝑗 (
𝛼

𝑗
) 𝑓(𝑡 − 𝑗ℎ).

[
𝑡−𝑎

ℎ
]

𝑗=0

 (7) 

𝐿(𝜀𝑘(𝑡, ±𝜆; 𝛼, 𝛽) =
𝑘! 𝑠𝛼−𝛽

(𝑠𝛼 ∓ 𝜆)𝑘+1
. (8) 
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utilizando a formulação de GL, foram implementadas numericamente a resolução de EDF’s, como será 

visto na seção Resultados e Discussão, com todas as condições iniciais iguais a zero, de acordo com o 

trabalho de Petras (2011). Além disso, procurou-se comparar as soluções numéricas com as soluções 

analíticas, quando possível. 

 

 

Método de GL 

O método de GL tem como objetivo discretizar a equação (7) que calcula a derivada fracionária segundo a 

formulação de GL, que é dada por: 

onde  𝑡𝑘 = 𝑘ℎ, ℎ é o passo e 𝑐𝑗
(𝑞)

(𝑗 = 0,1, … , 𝑘) são os coeficientes binomiais, calculados através da 

equação (10): 

 

Esses coeficientes podem ser expressos utilizando a função gama como: 

RESULTADOS E DISCUSSÃO 
Nesta seção do trabalho é apresentada a forma geral de uma Equação Diferencial Fracionária 

(EDF). A seguir é apresentada a formulação numérica para a solução das EDF’s, seguidas de alguns 

exemplos. Por fim é realizada uma discussão acerca dos resultados numéricos obtidos e da comparação 

entre a solução exata e numérica quando possível.  
 

Equações Diferenciais Ordinárias Fracionárias (EDF’s) 

Uma EDF é uma equação dada da seguinte forma 

onde 𝑎𝑖  ( 𝑖 = 0,1, … , 𝑛) são os coeficientes e 𝛼𝑖 é a ordem da derivada de cada termo da equação, 𝑦(𝑡) é a 

função procurada ou a solução e 𝑢(𝑡) é a função que representa o termo de não-homogeneidade. 

 Neste trabalho serão discutidas as soluções de equações de dois termos e três termos, ou seja, 

EDF’s com as seguintes formas: 

e 

Implementação Numérica 

 A solução numérica para as EDF’s de dois e três termos, equações (13) e (14), é obtida a partir da 

implementação da derivada fracionária segundo a formulação de GL, equação (9). 

 Deste modo, substituindo (9) em (14) obtém-se: 

onde 𝑡𝑘 = 𝑘ℎ (𝑘 = 1,2, … , 𝑁) e 𝑞𝑗
(𝛼)

 (𝑗 = 0,1,2, … , 𝑘) são os coeficientes binomiais calculados de acordo 

com a equação (10) ou (11).  

Rearranjando os termos da equação (15) de modo a explicitar 𝑦(𝑡𝑘) tem-se que a solução numérica 

de (14) é dada por: 

𝐷𝑡𝑘

𝑞
≈ ℎ−𝑞 ∑ 𝑐𝑗

(𝑞)
𝑓(𝑡𝑘−𝑗),

𝑘

𝑗=0

 (9) 

𝑐0
(𝑞)

= 1, 𝑐𝑗
(𝑞)

= (1 −
1 + 𝑞

𝑗
) 𝑐𝑗−1

(𝑞)
 . (10) 

(−1)𝑗 (
𝑞

𝑗
) = (−1)𝑗

Γ(𝑞 + 1)

Γ(𝑗 + 1)Γ(𝑞 − 𝑗 + 1)
=   

Γ(𝑗 − 𝑞)

Γ(−𝑞)Γ(𝑗 + 1)
 . 

 

(11) 

𝑎𝑛𝐷𝑡
𝛼𝑛𝑦(𝑡) + ⋯ + 𝑎1𝐷𝑡

𝛼1𝑦(𝑡) + 𝑎0𝐷𝑡
𝛼0𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡), (12) 

𝑎𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡), (13) 

𝑎2𝐷𝑡
𝛼2𝑦(𝑡) + 𝑎1𝐷𝑡

𝛼1𝑦(𝑡)+𝑎0𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡). 
 

(14) 

𝑎2

ℎ𝛼2  
 ∑ 𝑞𝑗

(𝛼2 )

𝑘

𝑗=0

𝑦(𝑡𝑘 − 𝑗) +
𝑎1

ℎ𝛼1 
 ∑ 𝑞𝑗

(𝛼1 )

𝑘

𝑗=0

𝑦(𝑡𝑘 − 𝑗)+𝑎0𝑦(𝑡𝑘) = 𝑢(𝑡𝑘), (15) 

𝑦(𝑡𝑘) =
𝑢(𝑡𝑘) −

𝑎2

ℎ𝛼2  
 ∑ 𝑞𝑗

(𝛼2 )𝑘
𝑗=1 𝑦(𝑡𝑘 − 𝑗) −

𝑎1

ℎ𝛼1 
 ∑ 𝑞𝑗

(𝛼1 )𝑘
𝑗=1 𝑦(𝑡𝑘 − 𝑗)

𝑎2

ℎ𝛼2
+

𝑎1

ℎ𝛼1
+ 𝑎0

, (16) 
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onde 𝑘 = 1,2, … , 𝑁 para 𝑁 =
𝑇

𝑘
 com 𝑇 sendo o limitante superior do intervalo de interesse. 

 A solução numérica da EDF de dois termos é obtida a partir da equação (16), tomando o caso 

particular de 𝛼1 = 𝛼, 𝑎2 = 0, 𝑎1 = 𝑎 e 𝑎0 = 𝑏. 

 

Solução exata da EDF de dois termos 

Considerando uma EDF de dois termos, com coeficientes constantes, 𝑢(𝑡) = 𝐶, onde 𝐶 é uma 

constante real não-nula e condição inicial igual a zero, 𝑦(0) = 0, obtém-se de (13) 

A solução exata de (17) pode ser obtida através do método da transformada de Laplace e, com o 

auxílio das equações (6) e (8), na variável 𝑡, por (PETRAS, 2011): 

  

Resultados Numéricos 

A seguir são apresentadas e discutidas as soluções numéricas de Problemas de Valores Iniciais 

Fracionários (PVIF’s) envolvendo EDF’s de dois e três termos, definidas pelas equações (13) e (14), obtidas 

através da implementação numérica em MATLAB da equação (16). Cabe destacar que, a formulação de 

GL considera todas as condições iniciais nulas na resolução dos PVIF’s. 

 

Exemplo 1: Considerando a equação (17) da EDF de dois termos com 𝑎 = 5, 𝑏 = 1, 𝐶 = 1 e                         

𝛼 = { 0,25;   0,5;   0,75 } obtém-se a EDF: 

5𝑦𝛼𝑖(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 1, (19) 

cuja representação gráfica pode ser observada na Figura 1. 

 
Figura 1: Soluções, exatas e numéricas, da equação (19). 

 

Na Figura 1 é possível observar que, conforme o valor 𝛼 se aproxima de 1, as curvas se 

assemelham cada vez mais à equação de carga de um capacitor, além disso é possível ver que a solução 

numérica coincide com a solução exata, para todos os valores de 𝛼 adotados no exemplo.  

 

Exemplo 2: Ainda considerando a equação (17) da EDF de dois termos, agora com 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝐶 = 1 e 

𝛼 = 1,5, obtém-se a EDF: 

2𝑦1,5(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 1, (20) 

cuja solução exata é dada por: 

𝑎𝐷𝑡
𝛼𝑦(𝑡) + 𝑏𝑦(𝑡) = 𝐶.  (17) 

𝑦(𝑡) =
𝐶

𝑎
𝜀0 (𝑡, −

𝑏

𝑎
; 𝛼, 𝛼 + 1) =

𝐶

𝑎
𝑡𝛼𝐸𝛼,𝛼+1 (−

𝑏

𝑎
𝑡𝛼). (18) 

𝑦(𝑡) =
1

2
𝜀0 (𝑡; −

1

2
;
3

2
;
5

2
) =

1

2
𝑡1,5𝐸1,5;2,5 (−

1

2
𝑡1,5) =

1

2
𝑡1,5  ∑

𝑡𝑘

Γ(1,5𝑘 + 1,5)
.

∞

𝑘=0

  (21) 
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 A Figura 2 apresenta as soluções numérica e exata de (20). 

 
Figura 2: Solução, exata e numérica, da equação (17), com 𝑎 = 2, 𝑏 = 1, 𝐶 = 1 e 𝛼 = 1,5. 

 

É possível observar na Figura 2 que, para este caso, a solução numérica coincide com a solução 

exata. Percebe-se também que a curva da solução apresenta certa semelhança com a curva de um oscilador 

harmônico crítico. 

 

Exemplo 3: Considerando a EDF com três termos, definida por (13), e tomando o caso particular quando 

𝑎2 = 0,8; 𝑎1 = 0,5; 𝑎0 = 1; 𝛼2 = 2,2; 𝛼1 = 0,9 e 𝑢(𝑡) = 1, obtém-se: 

0,8𝑦2,2(𝑡) + 0,5𝑦0,9(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 1, (22) 

cuja solução numérica pode ser observada na Figura 3. 

 
Figura 3: Solução numérica da equação (22). 

 Na equação (22), com 𝛼2 = 2 e 𝛼1 = 1 tem-se a equação do oscilador harmônico amortecido. No 

entanto, mesmo com ordens de derivadas não inteiras, ainda é possível visualizar uma oscilação amortecida 

em torno de 𝑦(𝑡) = 1.  



Edição 2020 ISSN: 2526-6772 

De um modo geral, é possível observar e relacionar as soluções numéricas da EDF’s a diferentes 

problemas físicos, uma vez que estas apresentam um comportamento parecido com suas versões de ordem 

inteira, o que pode sugerir que estas englobam características não representadas, por exemplo o efeito de 

memória, como é visto em Petras (2011). 

 

CONCLUSÕES 
 O cálculo fracionário tem sido aplicado a diferentes fenômenos nas áreas de Física, de Biologia, 

de Engenharia, por exemplo. Deste modo, a busca por soluções numéricas de equações envolvendo 

derivadas fracionárias torna-se um campo de pesquisa fértil, no que diz respeito ao seu desenvolvimento, 

para a compreensão e o entendimento de tais fenômenos.  

 A respeito dos resultados obtidos é possível perceber que soluções de EDF’s se comportam de 

forma semelhante a versões de ordem inteira, o que torna esses resultados intrigantes, pois em Petras (2011) 

são encontradas características que não estão presentes nas formulações de ordem inteira e que contribuem 

para a compreensão de diferentes problemas físicos. 

Como trabalhos futuros pretende-se estudar os osciladores harmônicos através da coleta de dados 

experimentais e da formulação fracionária, utilizando as EDF’s e a implementação numérica para a 

comparação dos dados experimentais e suas soluções.  
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