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RESUMO: Este trabalho apresenta o estudo numerico para a obtencdo de solugdes numéricas das Equacbes
Diferenciais Fracionarias (EDF) através da discretizacdo da derivada fracionéria segundo a formulagao de
Grinwald-Letnikov (GL). Nesta formulagdo as condiges iniciais dos Problemas de Valores Iniciais
Fracionarios (PVIF) sdo todas nulas. Também sé&o apresentadas solugdes analiticas, quando possivel, para
a comparagdo com as solugdes numéricas.

PALAVRAS-CHAVE: derivada fraciondria; formulagdo Griinwald-Letnikov; funcdo Mittag-Leffler;
métodos numeéricos; problema de valor inicial fracionario.

INTRODUCAO

O célculo fracionario é um topico da Matematica que vem sendo estudado ha mais de 300 anos. Ele
é entendido como a generalizacdo das operagdes de integragdo e derivagcdo para ordens ndo-inteiras
(arbitrarias). Ross (1975) argumenta que o calculo fracionario tem sua origem ligada a uma troca de
correspondéncias entre Leibniz e L Hospital, na qual Leibniz questiona uma possivel generalizacdo da
ordem da derivada. Ainda nesta correspondéncia, L’Hospital pergunta a Leibniz sobre a derivada de ordem

1 . . . P ) A .
~. A0 passo que Leibniz, em 1695, responde que isso levard a um paradoxo que trard consequéncias

frutiferas.

Desde entdo, nos dltimos 300 anos, diversos matematicos tém contribuido com o desenvolvimento
desta area, como Liouville, Riemann, Weyl, Fourier, Abel, Griinwald, Letnikov, Leibniz entre outros.

Atualmente o calculo fracionario tem sido utilizado como ferramenta para solucéo de problemas
aplicados em éareas da ciéncia, como a Fisica, a Biologia, a Engenharia, entre outras, como visto em
Podlubny (1999). O resultado destes trabalhos pode ser resumido no estudo das chamadas as Equacgdes
Diferenciais Fracionarias (EDF) e a busca por métodos e teorias que sustentem a existéncia de suas solugdes
tem sido uma &rea de estudo bastante fértil.

Além disso, a busca por solu¢es huméricas também tem ganhado destaque conforme apontam os
trabalhos de Petras (2011), Li et al (2011), Dimitrov (2014), Dimitrov (2018) e Dimitrov et al (2018).

Diante do exposto esse trabalho tem como objetivo descrever os procedimentos envolvidos na
implementacdo numeérica das solu¢cdes EDF’s, bem como descrever o processo de obtengdo dessas solucdes.
Para isto, inicialmente é apresentada a fundamentacdo teérica responsavel por direcionar e definir os
principais resultados acerca do calculo fracionario e da implementagdo numérica de EDF’s. A seguir tem-
se a metodologia adotada para o desenvolvimento dos objetivos do trabalho. Na sequéncia sdo apresentados
e discutidos os resultados do processo de implementacédo numérica dos problemas selecionados, finalizando
com as conclusdes e perspectivas futuras.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Nesta se¢do sdo apresentados 0s conceitos e definicdes essenciais bem como a teoria do calculo
fracionario necessaria para a resolugdo das EDF’s, com referéncia nos trabalhos de Camargo e Oliveira
(2015), Podlubny (1999), Samko e Kilbas (1993), Dimitrov (2018) e Petras (2011).
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Funcédo Gama
A fungdo gama segundo Petras (2011) é a fun¢do mais importante dentre as usadas no célculo
fracionério, ela é vista como a generalizacdo da funcdo fatorial, e é definida através da equagao (1):

r'(n) = f t" e tdt. @)

0
Para o caso particular de n € N, é possivel observar que I'(n + 1) = nI'(n) e I'(1) = 1 demonstrando que:
'n) =m-1". (2)

Funcdes de Mittag-Leffler

Outras funcdes de grande importancia para o calculo fracionario séo as funcdes de Mittag-Leffler,
conhecidas como a generalizagdo da funcdo exponencial. Estas fun¢des sdo de grande importancia, pois as
solugbes das EquacGes Diferenciais de Ordem Inteira podem ser expressas em termos da fungédo
exponencial, e as EDF’s terao suas solucGes expressas em termos da funcéo de Mittag-Leffler.

As fungdes de Mittag-Leffler sdo definidas em funcdo do nimero de parametros que possuem e,
para 0 escopo deste trabalho sera utilizada apenas a funcéo de Mittag-Leffler de dois parametros definida
por:

Eqp(z) = kz:;] Tak+ 5’ @)

tais que os parametros a e 8 sdo valores complexos cujas partes reais sdo ndo-negativas e z € C.
Para o caso particular § = 1 tem-se a funcdo de Mittag-Leffler de um pardmetro

it k
Z

E =) ———— =F,(2),

21(@) E D Be® (4)

e, No caso restrito, para @ = 1 e § = 1 tem-se a fun¢do exponencial, ou seja
E = —_—— _—= Z_
1(2) Z T(k+1) Z T ®)
k=0 k=0

Miller e Ross (1993) apresentam outra importante fun¢do utilizada na obtengdo das solucGes das
EDF’s. Esta fungdo é um caso particular da fungéo de Mittag-Leffler e é definida por:

e(t, 4 1,v) = VLB (e, ()

Derivadas Fraciondrias
O célculo fracionério apresenta diferentes formulagdes para as operacgdes de integracdo e derivacdo
para uma ordem arbitréria. Dentre as diferentes formulagdes para os operadores de derivagdo destacam-se
as formulacBes de Grlnwald-Letnikov (GL), Rieman-Liouville (RL) e Caputo. Porém, existem outras
formulagBes, como as de Liovuille, Riesz, Weyl, Marchaud, Hilfer, Katugampola, entre outras. Este
trabalho usara principalmente a formulagdo de GL, pelo fato de que para uma grande classe de funcdes
essas trés formulagbes (GL, RL e Caputo) sdo equivalentes sob algumas condigdes.
A derivada fracionaria de GL é dada por
5
a
J

DEFO =limh= Y (<17 () Fe = jm. @
j=0
Para obtencdo das solu¢des de Equacgdes Diferenciais de Ordem inteira e para EDF’s, uma técnica
muito eficiente é a Transformada de Laplace. Porém nas EDF’s a transformada é mais efetiva em equagdes
relativamente simples, por conta da dificuldade no célculo de sua transformada inversa. Esse problema
pode ser solucionado pela aplicacdo de algoritmos que implementem numericamente a inversa da
Transformada de Laplace, conforme descrito em Sheng et.al (2011).
A transformada de Laplace para a fungdo &, equacdo (6), que sera utilizada adiante é dada pela
equacéo (8):
k!s*F

L(g(t, x4 a,B) = ICED

®)
METODOLOGIA

Apos a realizagdo de uma pesquisa bibliogréafica sobre a teoria do célculo fracionario, ou seja, sobre
diferentes formulagdes de derivadas e integrais fracionarias em um projeto de iniciacdo cientifica, surgiu o
interesse de continuar a pesquisa, com um olhar para o aspecto numérico do calculo fracionario. Assim
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utilizando a formulagdo de GL, foram implementadas numericamente a resolugdo de EDF’s, como sera
visto na se¢do Resultados e Discussdo, com todas as condic¢Bes iniciais iguais a zero, de acordo com o
trabalho de Petras (2011). Além disso, procurou-se comparar as solugdes numéricas com as solugdes
analiticas, quando possivel.

Método de GL
O método de GL tem como objetivo discretizar a equacdo (7) que calcula a derivada fracionéria segundo a

formulacéo de GL, que é dada por:
k

DY ~ b P (t)), ©)
j=0
onde t, = kh, h é 0 passo e cj(q)(j =0,1,...,k) sdo os coeficientes binomiais, calculados através da
equacdo (10):

1+
Céq) =1, Cj(q) = (1 - Tq) Cj(ﬂ . (10)

Esses coeficientes podem ser expressos utilizando a fun¢éo gama como:

4\ _ - I'(q+1) _ TIg-9
=1’ (1) = (=1’ TG+DI(q—j+1) TErG+1) (11)

RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta secdo do trabalho é apresentada a forma geral de uma Equagdo Diferencial Fracionéria
(EDF). A seguir é apresentada a formulagdo numérica para a solugdo das EDF’s, seguidas de alguns
exemplos. Por fim é realizada uma discussdo acerca dos resultados numéricos obtidos e da comparacéo
entre a solucdo exata e numérica quando possivel.

Equacdes Diferenciais Ordinarias Fracionarias (EDF’s)
Uma EDF é uma equacdo dada da seguinte forma

anDta"y(t) + -4 alDtaly(t) + aODt“"y(t) = u(t), (12)

onde a; (i = 0,1, ...,n) sdo os coeficientes e a; € a ordem da derivada de cada termo da equacéo, y(t) é a
fungdo procurada ou a solugdo e u(t) é a funcdo que representa o termo de ndo-homogeneidade.

Neste trabalho serdo discutidas as solugdes de equagdes de dois termos e trés termos, ou seja,
EDF’s com as seguintes formas:

aDfy(t) + by(t) = u(t), (13)

a; D y() + a; Dty (D) +agy () = u(®). (14)

Implementacdo Numérica

A solugdo numérica para as EDF’s de dois e trés termos, equacdes (13) e (14), é obtida a partir da
implementacdo da derivada fracionéria segundo a formulacao de GL, equacéo (9).

Deste modo, substituindo (9) em (14) obtém-se:

k k

a a

e D 0D =P F e > aE Yt = Dbany(t) = u(t), (15)
j=0 j=0

ondet, =kh(k=12,..,N)e q](.“) (j =0,1,2, ..., k) séo os coeficientes binomiais calculados de acordo
com a equagdo (10) ou (11).

Rearranjando os termos da equagdo (15) de modo a explicitar y(t,) tem-se que a solu¢do numérica
de (14) é dada por:

a . a .
u(t) — 5 Thoa "yt — ) — i T a vt — )

a a
pz tRar + o

(16)

y(ty) =
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ondek =12,..,NparaN = % com T sendo o limitante superior do intervalo de interesse.

A solucdo numérica da EDF de dois termos é obtida a partir da equacdo (16), tomando o caso
particularde ¢y = @, a, =0,a;, =aeay =b.

Solucéo exata da EDF de dois termos
Considerando uma EDF de dois termos, com coeficientes constantes, u(t) = C, onde C é uma
constante real ndo-nula e condicéo inicial igual a zero, y(0) = 0, obtém-se de (13)

aDfy(t) + by(t) = C. a7

A solugdo exata de (17) pode ser obtida através do método da transformada de Laplace €, com o
auxilio das equacdes (6) e (8), na variavel t, por (PETRAS, 2011):

C b C b
y(t) = EEO (t, —E; a,a+ 1) = EtaEa,a+1 <—Eta>. (18)

Resultados Numéricos

A seguir sdo apresentadas e discutidas as solu¢fes numéricas de Problemas de Valores Iniciais
Fracionéarios (PVIF’s) envolvendo EDF’s de dois e trés termos, definidas pelas equacdes (13) e (14), obtidas
através da implementacdo numérica em MATLAB da equacdo (16). Cabe destacar que, a formulagdo de
GL considera todas as condigdes iniciais nulas na resolugdo dos PVIF’s.

Exemplo 1: Considerando a equacdo (17) da EDF de dois termos com a=5, b=1, C=1 ¢

a ={0,25; 0,5; 0,75} obtém-se a EDF:

Sy%i() +y() =1, (19)
cuja representacdo grafica pode ser observada na Figura 1.
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Figura 1: Solucdes, exatas e numéricas, da equacdo (19).

Na Figura 1 é possivel observar que, conforme o valor a se aproxima de 1, as curvas se
assemelham cada vez mais a equacédo de carga de um capacitor, além disso é possivel ver que a solucéo
numérica coincide com a solucdo exata, para todos os valores de a adotados no exemplo.

Exemplo 2: Ainda considerando a equacdo (17) da EDF de dois termos, agoracoma =2, b =1,C =1e
a = 1,5, obtém-se a EDF:

2y () +y(@®) =1, (20)
cuja solugéo exata é dada por:
1 135 1 1 1 . % tk
)=z¢&l|t;—55555) =5t Eys, <——t1'5>=—t1'527. 21
y(® =3 80( 2’2 2) A 2" LT(5k+15) (21)
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A Figura 2 apresenta as solu¢es numérica e exata de (20).
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Figura 2: Solucéo, exata e numérica, da equagdo (17),coma=2,b=1,C =1ea = 1,5.

E possivel observar na Figura 2 que, para este caso, a solugdo numérica coincide com a solugo
exata. Percebe-se também que a curva da solucéo apresenta certa semelhanga com a curva de um oscilador

harmonico critico.

Exemplo 3: Considerando a EDF com trés termos, definida por (13), e tomando o caso particular quando
a, =08;a, =05;a,=1;a, =2,2; ¢, =09 eu(t) =1, obtém-se:

0,8y22(t) + 0,5y%°(t) + y(t) = 1, (22)
cuja solugdo numérica pode ser observada na Figura 3.
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Figura 3: Solucdo numérica da equagdo (22).
Na equacéo (22), com a, = 2 e a; = 1 tem-se a equacdo do oscilador harmdnico amortecido. No
entanto, mesmo com ordens de derivadas ndo inteiras, ainda é possivel visualizar uma oscilacdo amortecida

em torno de y(t) = 1.
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De um modo geral, é possivel observar e relacionar as solugdes numéricas da EDF’s a diferentes
problemas fisicos, uma vez que estas apresentam um comportamento parecido com suas versdes de ordem
inteira, 0 que pode sugerir que estas englobam caracteristicas ndo representadas, por exemplo o efeito de
memoria, como € visto em Petras (2011).

CONCLUSOES

O calculo fracionario tem sido aplicado a diferentes fendmenos nas areas de Fisica, de Biologia,
de Engenharia, por exemplo. Deste modo, a busca por solugfes numéricas de equages envolvendo
derivadas fracionarias torna-se um campo de pesquisa fértil, no que diz respeito ao seu desenvolvimento,
para a compreensdo e o entendimento de tais fendmenos.

A respeito dos resultados obtidos é possivel perceber que solugdes de EDF’s se comportam de
forma semelhante a vers@es de ordem inteira, 0 que torna esses resultados intrigantes, pois em Petras (2011)
sdo encontradas caracteristicas que ndo estdo presentes nas formulacdes de ordem inteira e que contribuem
para a compreensdo de diferentes problemas fisicos.

Como trabalhos futuros pretende-se estudar os osciladores harmonicos através da coleta de dados
experimentais e da formulagdo fracionéria, utilizando as EDF’s e a implementagdo numérica para a
comparacdo dos dados experimentais e suas solugdes.
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