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RESUMO: O presente trabalho apresenta resultados preliminares de um projeto de iniciagdo cientifica que tem como
objetivo investigar a controlabilidade de um sistema fuzzy Takagi-Sugeno (TS) de um péndulo invertido. E realizado
o controle do sistema utilizando uma funcao de Lyapuvov quadritica em uma formulacio de desigualdades matriciais
lineares (do inglés “Linear Matrix Inequalities”ou, simplesmente, LMIs). Para ilustrar os resultados obtidos, sdo utilizadas
simula¢des numéricas em MATLAB.

PALAVRAS-CHAVE: Desigualdades Matriciais Lineares; Equacdes Diferenciais Ordinarias; Sistemas Nao Lineares.

INTRODUCAO

Tratando-se da andlise de controle e estabilidade de sistemas dindmicos de tempo continuo, o péndulo
invertido é um dos mais emblematicos devido a aplicacdo em diversas dreas da tecnologia. Como exemplo,
destacam-se bracos robdticos que precisam equilibrar objetos e, até mesmo, construcdes de larga escala que
s@o projetados tendo em mente o comportamento do pé€ndulo invertido (KAFETZIS; MOYSIS, 2017). De-
vido a ndo linearidade do modelo, busca-se uma representacio aproximada através de um sistema obtido por
linearizacdo ao redor de um ponto de equilibrio hiperbdlico, préximo do qual as caracteristicas de estabilidade
sdo preservadas (MONTEIRO, 2011). Este método é, porém, limitado as regides muito préximas do ponto de
interesse e uma alternativa € utilizar a modelagem fuzzy TS, que pode obter uma representagcdo aproximada ou
exata do sistema (ABDULLAH et al., 2021; MD; AGARWAL, 2023). No presente trabalho, busca-se aplicar
a modelagem fuzzy TS, com o método de ndo linearidade por setores, em um modelo de um péndulo invertido
em uma base mével (WANG; TANAKA, 2004) para obter o controle do sistema. As anélises e o controle sdo
realizadas via simulacdo do sistema em software.

FUNDAMENTACAO TEORICA

Seja uma classe de sistemas ndo lineares que podem ser descritos pela equagdo (BOYD et al., 1994):

&= fi(z(8)x(t) + f2(2(8))u(t) (1)

onde z(t) € IR™ é o vetor de estado, z(t) € IRP é o vetor de varidveis premissa, u(t) € IR" é a entrada de
controle, f1 : RP — IR™ " e fo : IR? — IR™" séo fungdes suaves e ndo lineares. Utilizando o método de ndo
lineares por setores (WANG; TANAKA, 2004), para z(t) definida em um conjunto compacto, a equagédo (1)
pode ser descrita por um sistema fuzzy TS na seguinte forma:

i = Z hi(A;z(t) + Biu(t)) (2)
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na qual A;, B; s3o matrizes constantes de dimensdes apropriadas e r = 2P € o nimero de modelos locais.
As fungoes de pertinéncia sdo definidas por h; = H§:1 wiu, kij € {0,1} obtido tal como em (ELIAS et al.,
2022a; ELIAS et al., 2022b), wg = (b—¢j(2)/(b—a), wl =1- wg e p;j(z) € [a,b] sdo as ndo linearidades
do sistema.

Devido a convexidade da equag@o (2), a estabilidade pode ser verificada apenas nos vértices do sistema
fuzzy TS utilizando a teoria de Lyapunov. O controle do sistema € realizado via realimenta¢do de estados com
uw =Y., hiK;x. Assim, o sistema realimentado & obtido tal que & = ., h;(A; + B;K;)x(t). Escolhendo
uma fungdo de Lyapunov candidata quadrética V (z) = 2! Pz, com P simétrica e definida positiva, as matrizes
de ganho do controlador K;, i = 1,...,r podem ser obtidas via LMIs:

(Ai + BiK;)'P+ P(A; + BiK;) <0,i=1,...,r (3)

que podem ser resolvidas computacionalmente com o software MATLAB e com os pacotes YALMIP (LOFBERG,
2004) e MOSEK (APS, 2019).

METODOLOGIA

Em Cannon (2003) é apresentado a modelagem para um péndulo invertido como mostra a Figura 1. As
equagdes de movimento sio:

med + mi + mll cos§ — mif%send = f

. .. 4
JH—i—ml(j}cosG—l—lG)—mglsenH:O )

no qual z e m, sdo, respectivamente, o deslocamento horizontal e a massa da plataforma mével. Jam, 2l e 0
sdo, respectivamente, a massa, o comprimento e o angulo de inclinacio da haste. Por fim, J é o momento de
inércia, g € a aceleracdo gravitacional, e f € a forca externa a ser considerada.

Figura 1: Péndulo invertido sobre base mével

Fonte: Cannon (2003).

l2
Tomando M = m.+m, J = mT ea =1/M em (4), com algumas manipulagdes algébricas, obtém-se

i gsen® — amlf? sen20/2 — af cosf
B 41/3 — aml cos? 0

()

Defina as novas varidveis de estado 1 = 6 € x9 = 6. Defina ainda a entrada de controle u(t) = f. Assim a
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equacdo espaco de estado é obtida:

T1 = T9
_ gsen(zq) — amla3 sen(2x1)/2 — a cos(z1)u(t)

O(x1)

(6)

T , O(xy) = 3~ aml cos?(z1)

Verifica-se que o ponto de equilibrio é a origem. Considere os estados do sistema z1 € [—1,5, 1,5] e 9 €
[—2, 2] como sendo as varidveis premissa. Defina as fungdes:

sen(z) xg sen(2zq) cos(z1)
= - —l—_— —_—_— = . 7
=g ¥ 5o 0 8 5 (7)
As fungdes de pertinéncia sdo:
hy = wiwiw}, hy = w%w%wg, hsy = w%wgwi’, hy = w}w%wg

hs = wiwiws, he = wiwiwd, hr = wiwiws, hs = wiwiwd (8)

L (L,7647 — 1) 5 (1,2359 — ) 5 (1,7647 —2) iU

o 0,7885 0 1782 0 17123 Yo VI

Considere ainda g = 9,8 m/s?, m = 2kg, M = 8 kg el = 0.5 m. Desse modo, a representacio fuzzy TS (2)
do sistema (6) € obtida, com as seguintes matrizes dos modelos locais:

PR 1 R 1
17,2041 —0,1236 17,2941 0, 0482
0 1 0 1
Ay = Ag = : A7 = Ag = 9)
9,5669 —0,1236 9,5669 0, 0482
B, = By = Bs = B, = 0 By = By, = Bs = Bg = 0
L2 == 2= g 1765|7 2 TH T 0T 8T 90,0052

Utilizando o software MATLAB e os pacotes YALMIP (LOFBERG, 2004) e MOSEK (APS, 2019), con-
forme procedimento apresentado em Negreiros e Elias (2022), foram obtidas as matrizes do ganho do contro-
lador:

K = [105,7208 4, 6080} Ky — [3563,2 0, 1553], Ky — [105,7208 5,5816]
Ky — [3563,2 0, 1881} L Ky = [61,9333 4, 6080} K= [2087,4 0, 1553} (10)
Ky — [61,9333 5,5816} . Ky — [2087,4 0, 1881] .

RESULTADOS E DISCUSSAO

O sistema fuzzy TS do péndulo invertido com os modelos locais (9) e as fungdes de pertinéncia descritas na

secdo anterior foram simulados para u(t) = 0 e xg = [O 0.1} t. A Figura 2 mostra a comparagao do sistema
fuzzy com o sistema ndo linear. O sistema fuzzy TS consegue descrever de forma exata o sistema nao linear
dentro da regido de validade.

A Figura 3 mostra a resposta no tempo do sistema fuzzy TS do péndulo invertido para u(t) = Zle h K;x,
sendo as matrizes de ganhos do controlador dadas em (10). O controle proposto consegue estabilizar o sistema
em aproximadamente ¢ = 10s.
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Figura 2: Resposta no tempo do

indica o limite da regido fuzzy.

sistema do péndulo invertido para u(t) = 0. A linha tracejada
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Figura 3: Resposta no tempo do sistema do péndulo invertido controlado.
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CONCLUSOES

No presente trabalho, foram realizadas a modelagem fuzzy TS de um péndulo invertido com base mével e o
controle do sistema. Simulacdes numéricas mostraram que o sistema fuzzy TS consegue representar de forma
exata o sistema ndo linear, dentro da regido de validade. Além disso, a formula¢do da funcdo de Lyapunov
via LMIs permitiu encontrar o ganho do controlador que estabiliza o sistema no ponto de equilibrio. Estudos
futuros incluem investigar a controlabilidade do sistema fuzzy TS do péndulo invertido.
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