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RESUMO: Consideremos um processo estocdstico (X, )m>0 que assume valores em um conjunto finito de simbolos,
chamado de alfabeto. Fixada uma sequéncia A = (ag, a1, - ,a,—1) de simbolos do alfabeto, chamada de palavra,
temos interesse no valor esperado da variavel aleatdria T4, conhecida como tempo de entrada da palavra A. Ela é definida
como a primeira coordenada do processo a partir da qual A aparece. Trabalhos anteriores mostraram que, para o caso
de processos independentes e identicamente distribuidos (i.i.d.) com distribui¢do uniforme é possivel obter uma férmula
exata para o tempo esperado de entrada E(74 ) da palavra. Para processos mais gerais, foram obtidas apenas aproximagoes
de E(T4), cuja precisdo aumenta assintoticamente com o valor de n, e que dependem essencialmente da probabilidade de
ocorréncia da palavra e de suas caracteristicas de periodicidade. Neste trabalho, fizemos a avaliacdo da eficiéncia dessas
aproximacdes e a influéncia da periodicidade da palavra no tempo esperado de entrada. Como base de comparacio,
utilizamos a férmula explicita do caso i.i.d. para obter o erro exato de aproximacao, bem como foi analisado a influéncia
da periodicidade nos resultados.

PALAVRAS-CHAVE: fun¢des geradoras; periodicidade; poco de potencial; processos estocasticos; tempo de entrada.

INTRODUCAO

Em teoria das probabilidades, um processo estocdstico em tempo discreto € um sequéncia (X;,)m>0 de
varidveis aleatdrias que assumem valores em um dado conjunto. Processos estocdsticos possuem diversas
aplicacdes em problemas de cardter tedrico, cientifico e aplicagdes diretas, como ao modelar o movimento de
uma particula em um fluido ou no fenémeno de flutuacio de precos no mercado financeiro.

O problema tratado neste trabalho esta relacionado as varidveis aleatdrias conhecidas como tempo de en-
trada e tempo de retorno, que, em esséncia, descrevem o tempo em que uma determinada sequéncia de simbolos
aparece pela primeira vez ou retorna durante a realizagdo de um processo estocastico. Investigadas ha décadas
por pesquisadores, a principal busca foi por férmulas exatas ou aproximacdes para as suas distribuicdes de
probabilidades e para os momentos dessas varidveis, conforme Abadi e Galves (2001).

O primeiro resultado quantitativo para o problema acima, foi encontrado por Kac (1947). Para uma classe
bastante geral de processos estocdsticos, ele encontrou uma férmula exata e intuitiva para o tempo esperado
de retorno. O chamado Lema de Kac afirma que o tempo esperado de retorno de uma palavra € o inverso da
probabilidade de sua ocorréncia. Naturalmente, pesquisadores da drea comecaram a busca por um resultado
similar, mas desta vez relacionado ao tempo de entrada.

Essa questdo obteve avancos recentemente com os trabalhos de Abadi e Vergne (2009), que obtiveram
aproximacdes para os momentos do tempo esperado de retorno utilizando, além da probabilidade da palavra,
um pardmetro intuitivo e de facil obtencdo chamado de poco de potencial, que depende das caracteristicas de
periodicidade (ou sobreposi¢do) da palavra (cf. Abadi; Amorim; Gallo, 2021). Inspirado nesta ideia, Amorim



(2022) obteve, utilizando o pogo de potencial, aproximagdes para os momentos dos tempos de entrada e retorno,
considerando uma classe mais geral de processos.

Por outro lado, Flajolet e Sedgewick (2009) apresentam em seu livio um método combinatério, pautado em
funcdes geradoras, que torna possivel encontrar uma férmula exata do tempo esperado de entrada. Porém, o
método € valido apenas para processos i.i.d. com distribuicao uniforme sobre o alfabeto, ou seja, para processos
bem mais restritos do que os trabalhados apresentados pelos pesquisadores citados acima.

Neste trabalho, foram avaliadas, por meios de estudos de caso, a eficiéncia do método de aproximagdo
utilizando do pogo de potencial. Como base para comparagdo, utilizou-se da férmula exata encontrada com o
método combinatério de Flajolet e Sedgewick (2009).

FUNDAMENTA(;AO TEORICA

Um processo estocastico a tempo discreto € uma sequéncia (X, )m>0 = (Xo, X1, -+, X, - - - ) de varidveis
aleatérias definidas em um espaco de probabilidade (€2, F, P) e que assumem valores de um conjunto ao longo
de um tempo contdvel. Neste trabalho, o processo (X,,)m>0 assume valores em um conjunto finito de m
simbolos A, chamado de alfabeto, e fixa-se uma sequéncia A = (ag,a, - ,an—1) € A" de simbolos do
alfabeto, chamada de palavra, que denotaremos também por ag_l.

O primeiro resultado sobre tempos de entrada e retorno, chamado de Teorema da Recorréncia de Poin-
caré (cf. Shields (1996)), afirma que, para uma classe bastante geral de processos estocdsticos, os tempos de
recorréncia sdo quase certamente finitos, isto é P(7T4 < 00) = 1e P(T4 < o0|A4) = 1..

Conforme ja mencionado, o Lema de Kac traz o primeiro resultado quantitativo sobre o tema, que é bastante
intuitivo: E4(T4) = P(A)~!. Naturalmente, diversos pesquisadores buscararam resultados semelhantes para
o tempo esperado de entrada E(74) bem como férmulas para as distribui¢des de probabilidades dos tempos
esperados de entrada e retorno. Um levantamento recente sobre os avancos obtidos nessas questdes pode ser
visto em Abadi, Amorim e Gallo (2021).

Na dificuldade de obter féormulas exatas, diversos trabalhos estabeleceram a distribuicdo exponencial de
probabilidades como uma boa aproximacgao para a distribuicdo dos tempos de entrada e retorno. Baseado no
Lema de Kac, as primeiras tentativas usaram como parametro da exponencial o valor da probabilidade P(A).
Todavia, Galves e Schmitt (1997) mostraram que era necessdrio adicionar um fator de correg¢do 6(A), cujas
primeiras tentativas de obtencao resultaram em um pardmetro de dificil compreensao intuitiva e cujo calculo
era impraticdvel.

Esses problemas obtiveram avangos com os esfor¢os de Abadi e Vergne (2009), Abadi, Cardefio e Gallo
(2015), Abadi, Amorim e Gallo (2021) e Amorim (2022), que desenvolveram e se aprofundaram no parametro
p(A), chamado de poco de potencial. Possuindo um apelo intuitivo e simples de se calcular, o pardmetro p(A) é
a probabilidade de um processo que comegou com a palavra A ter seu retorno apds o primeiro retorno possivel
7(A), conhecido como periodo da palavra A. Formalmente, definimos:

7(A) := min {k >1:a01 = ag—k—l} e p(A):=PA(Ty > 7(A)).

A notagdo utilizada acima para definir p(A) significa a probabilidade do evento {74 > 7(A)} dado que o
processo iniciou com a palavra A. J4 a notagdo az_l indica as ultimas n — k letras da palavra ag_l

O poco de potencial pode ser fisicamente interpretado como a “energia’necessaria para que uma palavra
escape do seu periodo.

O trabalho de Amorim (2022) mostrou que, para uma palavra suficientemente grande de uma classe geral
de processos (chamada de ¢-misturadores), tem-se E(T%) = k! {p(A)P(A)} .

Por outro lado, focando em resultados para processos mais simples, Flajolet e Sedgewick (2009) fornecem

em seu livro sobre combinatéria analitica, uma proposi¢ao que possibilita encontrar uma férmula exata para o
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célculo do tempo esperado de entrada para processos i.i.d. com distribuicdo uniforme sobre o alfabeto. Dessa
forma, podemos comparar os resultados deste caso restrito com as aproximagdes mais gerais. Isso pode ser
feito tanto para o caso do tempo esperado de entrada, quando para a distribuicdo P(7'4 > j), visto que sabemos
ser esta ultima bem aproximada pela distribuigdo exponencial, cujo pardmetro € o inverso de E(T4).

METODOLOGIA

A presente pesquisa pode ser classificada por um estudo exploratério tedérico-experimental, pois visa familiarizar-
se com o problema, aprimorando ideias e descobertas (GIL, 2002).

O trabalho envolveu um levantamento bibliogréifico sobre as principais ferramentas utilizadas na teoria das
probabilidades e processos estocdsticos, bem como foram analisados exemplos para o auxilio da compreensao
do conteddo abordado. Realizou-se também a leitura e discussdo, em reunides semanais, de artigos e livros
voltados para a teoria da recorréncia de Poincaré e, em particular, para o problema em questao.

O desenvolvimento da pesquisa ocorreu por meio da exploracdo de exemplos e simulacdes, aplicando os
resultados existentes, comparando as diferentes abordagens do problema e analisando as caracteristicas parti-
culares de cada caso, encaminhando para generalizacio dos resultados.

Os recursos utilizados foram artigos e livros disponiveis na biblioteca do IFSP - Campus Araraquara, bem
como materiais de livre acesso na internet. Como ambiente de discussio e desenvolvimento do problema, foi
utilizado o Laboratério de Ensino de Matemética (LEM) com seus diversos recursos, como projetor, mesa de
trabalho, lousa e giz.

RESULTADOS E DISCUSSAO

No que segue, utilizou-se das notagdes (Xo, X1, -+ , X,—1) = X! para uma sequéncia de varidveis do
processo, e, para uma palavra de tamanho n varidvel denotou-se por A,. Para a probabilidade condicional,
usou-se P(A|B) = Pp(A).

Define-se a varidvel aleatéria T4, chamada de tempo de entrada,

Ty = min{k >1: X,i”"fl = agfl}.

Observa-se que o tempo de entrada ndo € definido a partir da primeira coordenada do processo, pois, quando
isto ocorre, temos interesse no tempo de retorno da palavra.

Para encontrar o tempo esperado de entrada E(T4), define-se uma outra varidvel aleatdria associada ao
tempo de entrada. A varidvel Z 4, chamada de tempo de entrada completa, é definida como

Zp = min{k >nc Xp_ = agfl}.

Definimos esta varidvel por estar relacionada ao método combinatério de obtengao do tempo esperado de
entrada, que utilizaremos como base de comparacio. Note que Z4 = T4 + n — 1. Assim, pela linearidade da
esperanca, temos E(T4) = E(Z4) —n+ 1.

Para as andlises que faremos a seguir, consideramos um processo estocéstico cuja as varidveis sdo indepen-
dentes e identicamente distribuidas (i.i.d.), isto €,

P(X,=a|X;=b)=P(X,=a) e P(X,=a)=PXo=a), Vabe AV,n>0

Consiraremos ainda que as varidveis do processo tém distribuicdo uniforme sobre o alfabeto, ou seja,
N | ; —
P(Xj =a) =m™ " paratodo j > 0ea € A, onde #A = m.
Agora, com o objetivo de determinar o tempo esperado de entrada de uma palavra no processo pelo método
combinatério, denotamos por s; o nimero de configuragdes possiveis nas j primeiras coordenadas do processo
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que ndo contém a palavra A, onde, por convengdo, sy = 1. Sua fungdo geradora ¢ definida como

(e e}

S(z) = Zijj.
=0
Note que o evento {Z4 > j} ocorre quando a sequéncia (X7, --- ,X;) ndo apresenta a palavra A, inde-

pendente do valor da varidvel inicial X. Logo, por se tratar de um processo independente, para todo j > 0:

o0 o0
. ms; S ) S 1
P(ZA>‘7):W.+]1 :m—fj:>E(ZA): Y P(Za>j)=) mjjzs<m).
=0 =0

Por outro lado, a proposi¢do 1.4 de Flajolet e Sedgewick (2009), mostra que

c(x)

S) = " + (1 — mz)c(x)

)

n—1
onde ¢(x) € o polindmio de autocorrelagdo da palavra A, definido por ¢(x) := Z c;jzl e
j=0

_ —j—1
1, sea” ' =a”’
Cj = J . .
0, caso contrario
Assim, para um processo (X,,)m>0 i.i.d. com distribui¢do uniforme sobre o alfabeto, encontramos uma
férmula explicita para o tempo esperado de entrada T':

E(Z4) =S (;) =m"c(l/m) = E(T4) = m"c(1/m) —n+ 1.

Note que, como mencionado anteriormente, o0 método de aproximacdo de Amorim (2022) para processos
mais gerais utiliza o pardmetro p(A), que, assim como ¢(1/m), depende das caracteristicas de sobreposi¢do
da palavra. Ou seja, em ambos os métodos a periodicidade da palavra tem um papel fundamental no tempo de
entrada.

Assim, apresentaremos alguns estudos de casos nos exemplos a seguir com os objetivos de: 1) verificar a
eficiéncia dos métodos de aproximacao; 2) Verificar a relacdo entre os métodos de medicao das caracteristicas
de sobreposic¢ao.

Comecamos obtendo os valores de E(7'4) pelo método combinatério.

Exemplo 1. A palavra A = abracadabra sobre o alfabeto A= {a,--- ,z}.

Neste caso, n = 11, m = 26 e o polindmio de autocorrelagdo de A é c¢(z) = 1+ 27 + 219, Entdo,

1 1
E(T) = 26 ¢(1/26) — 10 = E(T4) = 26 (1 + 557 + 5gm) ~ 10 = B(Ta) = 3.670.344.487.444.768

Exemplo 2. As palavras A, =11---111 e B,, = 100---00 sobre o alfabeto bindrio A = {0,1}.

Neste caso, m = 2. Para a palavra A,,, o polindmio de autocorrelagio é c(z) = 1 +x + 22 +--- 4+ 2" ! =
1—2z"

1—=x

. Para a palavra B,,, o polindmio de autorrelagio é c¢(x) = 1. Entéo,

1—(1/2)m

BTa) = 2" ( I (1/2)

)—n+1:>E(TAn)—2”+1—n—1
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E(TBn) =2" —n+1.

Por outro lado, o corolério 2.4.2 de Amorim (2022) garante que

Jim p(AP(AB(T) = 1 = B(Ta) = iy

Vale notar que p(A) = P4(T4 > 7(A)) =1 —P4(T4 = 7(A)). Assim, para o caso i.i.d. com distribuigao
uniforme, um cdlculo direto nos fornece p(A) = 1 — m~"(4), Logo,

! By~ T
(1 — m—@)(m—n) = E(Ta) mrA) _ 1

1

E(TA) =

A partir deste ponto, realizamos a comparagdo entre os dois métodos. Denotamos por E;(74) o tempo
esperado de entrada obtido pelo método exato para o caso i.i.d. uniforme e Eo(74) o tempo esperado de
entrada obtido pelo método do pogo de potencial.

Exemplo 3. A palavra A = abracadabra sobre o alfabeto A ={a,--- ,z}.

Neste caso, P(A) = 2611 © 7(A) = 7. Logo,
2618
Eo(Ty) &2 ——— = 3.670.344.487.444.752.
2(Ta) = 3571

Eq(Ty)
E1(Ty)

Dessa forma, obtemos

= 1eE;(Ta) — E2(T4) = 15, o que implica uma diferenca percentual da

ordem de 10715,

Exemplo 4. As palavras A, =11---111 e B,, = 100---00 sobre o alfabeto bindrio A = {0,1}.

1
Inicialmente, temos P(A,,) = o= P(B,). Além disso, 7(A,) = 1 e 7(B,,) = n. Logo,
+1 22n
Eo(Ty,) =27 Eq(TB,) = .
2(Ta,) e Eo(Tp,)= 5

Em termos de ordem de grandeza, as diferengas entre os métodos sdo despreziveis quando n — oo, pois

o Eo(Ta,) . 2"+l
lim ——" = — =
Nn—00 EI(TAH) n—oo 2N+l 1

22n

tim 22TB.) _ ) 1 _ 22n _
n—oo E1(Tp,) n—oo2r —n+1 no0022 —n2n4n—1

Note ainda que a diferenga percentual converge para zero nos dois casos, pois

i E2(Tan) =B (Ta )l _
n—00 E;q (TAn) n—00

Eo(T4,)
Ei(T4,)

e
o que também vale para B,,.
Analisado o valor esperado do tempo de entrada pode-se investigar a respeito da distribuicao de probabilida-

des P(T4 > j). Como mostram os diversos trabalhos citados em (Abadi; Amorim; Gallo, 2021), a distribui¢ao
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exponencial de probabilidades com parametro A pode ser utilizada com boa precisdo como aproximagdo para
P(T4 > j). Pelas propriedades da distribui¢do exponencial, cujo valor esperado € o inverso de seu pardmetro,

uma boa aproximacao deve satisfazer A = .
_ E(Ta)
Assim obtemos,

P(T4 > j) = exp(—jA) = P(Ta > j) = exp <E(_JZA)>

Para o caso do processo i.i.d. uniforme com o método exato e o método do pogo de potencial, temos,
respectivamente

. . —j(m" =1
P1(Ta > j) = exp <m"c(1/m)]— — 1> e Py(Ta>j)=exp (W)

CONCLUSOES

Através das andlises e comparagdes feitas, o pogco de potencial fornece um método de aproximacido do
tempo esperado de entrada muito preciso para processos i.i.d. uniformes, além de poder ser aplicado a proble-
mas mais gerais, em comparacdo ao método exato encontrado. Observa-se também que, a periodicidade (ou
autocorrelagdo) € um pardmetro com um papel fundamental na distribui¢do do tempo de entrada.
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